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Resumen

Para una variedad Riemanniana compacta conexa sin frontera n-dimensional (M™, g)
con n > 2 se estudiardn dos ecuaciones tipo curvatura escalar generalizadas, las cuales son ecua-
ciones cuasilineales que involucran el p-Laplaciano, con el fin de realizar una prueba de unicidad
de soluciones de estas ecuaciones de tal forma que se obtendrd como caso particular de esta
prueba una nueva demostracién del teorema de unicidad de métricas conformes de Kazdan y

Warner.

Palabras y frases claves: Ecuaciones tipo curvatura escalar generalizada, p-Laplaciano, uni-
cidad.

MSC(2000): 53A30, 35J92

Abstract

Given an n-dimensional compact connected Riemannian manifold without boundary
(M™,g) with n > 2, we study the equations generalized type scalar curvature which are quasi-
linear equation where the p-Laplacian is involved, with the goal to give a result of uniqueness of
solutions of these equations in such a way that we will obtain as a particular case a new proof
of the uniqueness result of metrics obtained by Kazdan and Warner.

keywords: Generalized scalar curvature type equations, p-Laplacian, uniqueness.

1 Introducion

Sea (M™, g) una variedad Riemanniana compacta sin frontera de dimensidn,
n = 2. Se denotard por fi, la curvatura escalar en M determinada por la métrica
g. 5i g = ¢g donde ¢ es una funcion diferenciable positiva definida en la variedad
M, diremos que g es una métrica conforme a g. 5i g es una métrica Riemanniana
denotaremos con tilde (~) todos los términos relacionados con esta métrica.
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Recientemente ha surgido gran interés en el estudio de cdmo la curvatura es-
calar determina la métrica g dentro de su clase de métricas conformes, dicho estudio
estd intimamente relacionado con el estudio de ecuaciones diferenciales elipticas.
En efecto, si n > 3 v se escribe g = unz g se tiene que u satisface la siguiente
ecuacion

Agu — c(n)Ryu+ c(n)Bzu"? =0  en M, (1)

-2

donde e(n) = Tn=n Y A, denota el Laplaciano respecto a la métrica g. Cuando
n =2 y se escribe § = £*"g se tiene que u satisface la siguiente ecuacion

Agu— K, + Kze* =0 en M, (2)
donde K, = 2R, denota la curvatura Gaussiana en M.

Nétese que, en ¢l caso n > 3 v se escribe g = -u'--i?y se tiene que g = (1) nii_'q' ¥
por tanto i satisface la ecnacion (1) con la modificacion del lugar donde aparece g
por § v viceversa, similarmente en el caso n = 2, si se escribe § = ¢?“g entonces —u
satisface (2) con el cambio de lugares de métricas sefialado anteriormente. Asi, si
R, = Ry y se tiene una implicacion geométrica para u, entonces se tiene dualmente
una implicacion geométrica para % v —usin =3 vn =2 respectivamente. En

adelante, se referird a esta propiedad como el cambio de roles de las métricas g v g.

El estudio mencionado anteriormente es equivalente al siguniente problema: Su-
pongamos que u es solucién del problema (1) donde R, = Rz, ;Sin>3esula
funcidon constante 17 v [si n = 2 es u la funcidén constante 07

Asi, se tiene un resultado donde la curvatura determina univocamente la métrica
dentro de su clase conforme, resultado que llamaremos de unicidad de métricas
conformes o simplemente de unicidad de métricas, si v s6lo si se tiene un resultado
de unicidad de las soluciones de las ecuaciones (1) ¥ (2).

En este contexto Kazdan y Warner (ver [8]) obtuvieron el siguiente resultado
de unicidad de métricas conformes.

Teorema 1. Sea (M™, g) una variedad Riemanniana compacta conezxa sin frontera
de dimensidn n = 2. S5i g es una métrica conforme a g con Ry, = B3 <0y R, no
nula, entonees § = g.

El ohjetivo de esta nota es mostrar un resultado de unicidad sobre las soluciones
de dos ecuaciones cuasilineales que involucran el p-Laplaciano, tal que generalice
el Teorema 1, con la ventaja adicional de tener una prueba muy simple que no
incluye el principio del mdximo, el cual es usado en la prueba de algunos resultados
de unicidad de métricas (ver [4], [9]).

Esta nota estd organizada de la siguiente manera: en la Seccion 2 se presenta

una prueba del Teorema 1 y en la Seccidén 3 se presenta una generalizacién del
Teorema 1.
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2 Teorema de unicidad de métricas de Kazdan y Warner

A continuacion, se presentard una prueba del Teorema 1 la cual es una adaptacion
de la dada para el Teorema 1 en [9] (ver también proposicién 1 en [5]) ¥ que a su
vez utiliza el principio del miximo.

.. . - 4 -
Demostracion Teorema [. sean it = 3y g = ur-%g una métrica conforme
—d
a g, tal que K, = Ry v hy = h;. 5i se define v = u==3 — 1, entonces mediante un
cdleulo directo puede verificarse que v satisface

Ry,  A(n+2)

&U+n—lb (n—2)*

u” w2 |Vl > 0. (3)

Dado que H, < 0, el principio del méiximo nos lleva a que v < 0 o v es una
constante no negativa.

Siv< 0, se tiene u < 1 y por tanto g < g.

En el caso que ¢ sea una constante no negativa se tiene que el lado izquierdo
de la ecuacion (3) es no positivo, por tanto |Vu| = 0, lo anterior vy la conexidad
de M llevan a que u o5 constante.

Si u es constante la ecuacién (1) se reduce a la forma

c(n)Ryu(l — u:n_a—fj =L
Dado que u es positiva y H,; no es idénticamente nula se concluye que u =1y
g=g.

En resumen, g < g 0 g = g. Cambiado los roles de g v g se obtiene g < g o
g = g. Lo anterior silo es posible si g = g.

En el caso n = 2 se considera § = e®g v v = e~ — 1, asi un cileulo directo
u qay '
permite verificar que v satisface
Av+2K,v = 4e™*"|Vul*en M. (4)
Argumentando como en el caso n > 3 se completa la prueba del lema. O

3 Generalizacion del teorema de unicidad de métricas de Kazdan y Warner

En adelante se considerara una generalizacion de la ecuacion de deformacién con-
forme dada por

Aju— H(z)u™ + I{z)u® =0 en M, (5)

donde e, 3 = 0 v # = o, H, I : M — R son lunciones definidas en M v
Aju = div(|Vu|"~*Vu) es conocido como el p-Laplaciano de v : M — R. El autor
agradece al revisor por sugerir la generalizacion presentada.
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Es importante resaltar que el estudio de soluciones positivas es interesante pues
estas existen en el caso geométricoa=p—=1y G = ﬁ cuandon =3, 1 <p<n
y para funciones positivas e I (ver [2]). Ademds, manteniendo las misinas
restricciones sobre n v p, se puede verificar la existencia de soluciones positivas
utilizando otras hipotesis sobre H e I (ver [1]), en consecuencia existen soluciones
positivas para el subcaso p = 2 que corresponde a la ecuacion (1). Para ver otros
estudios acerca de las soluciones positivas de la ecuacién (5) cona =p—-1y¥
d = I — 1 remitimos al lector a [:1] ¥ [h] De igual forma, si 3, a, H e [

n—

zatisfacen las condiciones anteriores se tiene que la ecuacidn

Ayu— H(z)e™ + I{z)e™ =0 en M, (6)

generaliza la ecuacién (2). La ecuaciones (5) v (6) las llamaremos ecuaciones
tipo curvatura escalar generalizadas.

Ademds, nétese que si H e 1 coinciden en M entonces la funcién constante 1
y la funcidén constante 0 son soluciones de la ecuacion (5) ¥ (6), respectivamente.

A continuacidn, se presentard un teorema de unicidad sobre las soluciones del
problema (5) ¥ (6) tal que generalice el Teorema 1

Teorema 2. Sean (M, g) una variedad compacta conexa sin frontera de dimensidn
n=2 8>ayH el funciones de M en R tal que H =1 <0 y H no nula. Siu
es una solucidn positiva de la ecuacidn (5) entonces uw = 1. Si v es una solucidn
de (6) entonces u = 0.

Demostracién. Sea u una solucion de (5) tal que H(x) = I(x) para todo z en
M. De la ecuacion (5) y multiplicando por 1 — 4"~ se obtiene

(1 =u”" A u= H(x)u® (1- u'ﬂ'“)ﬂ . (7)
Integrando por partes en la igualdad (9) se obtiene
(3—a) | Y Tulf = f Hiz)u” (1 - u'q_"}z . (8)
A M

Dado que 7 > a, u es positiva v H es no positiva, se tiene en la igualdad
(8) que el lado izquierdo es no negativo, mientras que el lado derecho debe ser no
positivo y por tanto ambas integrales son iguales a cero, esto implica que |Vu| = 0,
lo anterior v la conexidad de M llevan a que u es constante.

Si u es constante la ecuacion (1) se reduce a la forma

Hix)u" (1 —'i:-""“} =

Nuevamente, teniendo en cuenta que u es positiva v H no es identicamente
nula, se concluye que u = 1.
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En el caso que u sea una solucién de (6) tal que H(x) = I(x) para todo x en
M se obtiene de multiplicar 1 — e/#=®)% en (G) la siguiente ecuacién

F
[:l — el n}u}apu — H[ﬂ!}ﬁ" (1 — -n:lu} ) {9]

Argumentando como en el caso anterior, pero teniendo en cuenta que en lugar
de usar la ecuacidn (5) se usa la ecuacién (6} se concluye que u = 0. O

Mencionamos que si se aplica, para el caso de las ecuaciones (5) v (6), un
argumento similar al que se presentd en la prueba del Teorema 1, el cual usa el
principio del méximo, se concluiria, para la ecuacién (3) queuw < lou =1y para
la ecuacidn (6) que u < 0 o u = 0, pero este argumento no llevarfa a concluir que
# = 1 o u =0 en dichas ecuaciones, puesto que en estas no se tiene la implicacidn
geométrica para u que llamamos anteriormente cambio de roles de las métricas.
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