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Resumen
En este articulo hacemos una extensiéon del tcorema de Kolesov al caso de un
sistema de dos ecuaciones diferenciales parabdlicas y demostramos la existencia

de soluciones clasicas priddicas de un sistema de Reaccidn — Difusion especial.

Introduccion
En anos recientes, uno de los sistemas de Reaccién - Dilusién que se ha
estudiado en el sistema acoplado de dos ecuaciones diferenciales parabélicas
Li[Ui] = filz, t,U,U32),i = 1,2(z € N,t € (0,00)) (0.1)
bajo las condiciones iniciales
Ui=0,i=1,2(2 € 90Q,¢t € [0,00)), (0.2)

donde §) es un dominio en IR™, @2 es la frontera de §2, L; son operadores
uniformemente parabélicos de la forma:

L=l ia"("t)-i ib‘(-ta (.t 51,0
/t—()' LT 97 -8 +}=ij‘l? )51__1*‘('53) (1_’)1

1k=1 'jdrk
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y £ € C(@ x R x IR x R), (i=1,2) (ver [Pa], [Q1], [Q2] ).

De otro lado, un modelo para la. deseripeion del fenomeno de Epidemias
considerando el efecto de la difusion es el sistema acoplado de dos ecuaciones
parabolicas.

% — V(i(x)-VU)

I

—all —C]G(V)(,'*'QI‘
(z€Q, te(0,0¢))

&Y. — V(Dy(z)-VV) —bV + aG(V)U + q2,

donde U = U(=z,t), V = V(a&,l) representan la poblacion susceptible y
la poblacion inlectada respectivamente; Dy = Dy(z), Dy = Dy(x) son los
coeficientes de difusion; a, b, ¢y, ¢, son las constantes de reaccion y ¢y, g2 son
los posibles factores externos. La funcional G{V') esta definida por

AV )=z, 1) = /Qy(;c.s)V(s.t)ds

donde g es una [uncién continua y positiva en Q@ x Q (ver [Pa]).

Pao establecié para el sistema (0.1), (0.2) un teorema de existencia y
unicidad mediante el método de iteracién mondtona (supersoluciones y
subsoluciones), e investigd el comportamiento asintotico de las soluciones
suponiendo un cierto comportamiento monétono de las funciones f; en las
variables Uy, U,. (Ver [Pa]). Nosoiros establecimos un teorema de existen-
cia de soluciones periodicas positivas del sistema (0.1), (0.2) para

H{ULUz) = alhy — G0 + qu

fo(Uy,Uz) = =bU, + e,CG(U)Uy + 42,

usando también el método de ileracion mondtona y suponiendo que las
constantes de reaccidon y factores externos son positivos. En nuestra de
mostracion es esencial garantizar la existencia de Supersoluciones y Sub-
soluciones periddicas del sistema (0.1), (0.2) para demostrar el teorema de
existencia (ver [Ql, Teorema 2.3)).

Los objetivos de este articulo son dos:

a) Extender el teorema de Kolesov (ver [Ko]) al caso de un sistema de
dos ecuaciones diferenciales parabdlicas para construir, a partir de
funciones no necesariamente periodicas, supersoluciones y subsolu-
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ciones periddicas del sistema bajo condiciones de [rontera:

L[] = =aU = ey G(V)U + q..
Li[V] = —bV + &2G(V)U + g2, (x € . L€ (0,%))

(R-D) U=sV =0, redN, t€[0,)
U>0V>0, (r € te(0,00))
/,V 1 — —periédicas

donde I, y I, son operadores uniformemente parabélicas en I x
[0, ).

b) Probar la existencia de soluciones clasicas periddicas del sistema bajo
condiciones de frontera.

4[] = —al = i G(V)U + g,

La[V] = =bV + e2G(V)U, (z €0, te(0,))

(R- D) U=V=0, (z €09, tel0,))
>0,V >0, (z €, te(0,))
U,V t— —periddicas

donde L; = # — L,, con L; operadores uniformemente elipticos de la

forma

Ti= Y @uz) e +Zb( )— +Z“(r). (i =1,2)
7.k=1 Oz a
Preliminares

Sean 2 C IR™ un dominio acotado con frontera 9N suave, [a,b] un intervalo
compacto y u una funcién real definida sobre @ x [a,b] = D. Nosotros
diremos que u € C“*/?(D) (a < 1), si el nimero

[u(z,, t) — u(zq, ta)|
(lxy = x2|? + 8, - ta])*/

es linito. Fl conjunto de tales funciones es un espacio de Banach con la
norma

H2 ) = 5"7’{ 50 (Eiti) € Do(x,t) # (12,12)}

lfulleamrsgpy = Nullw + H2(u)

donde, ||u]|l.. = Maxp|u|.

Diremos que u € C**+*1+a/2(D) §i y u,. Uz, Us,z, Pertenecen al espacio
C**I%(D) para 1 < i,j < n, y la norma de u se define como la suma de



88 R. QUINTERO, Una Extensién del leorema...

las C**/%(D) — norma de tales funciones. Similarmente C''**°/2( Dy se
define como el conjunto de funciones « € C™"*/%( D) tale que uy, 1 <i<n
pertenccen a C*/2(D),

Definimos (2t 1+«/2(Qx [0, 00 ) )"/ ?(2x [0, 20)) al conjunto de funciones
en (»’2"’"'”"/"(@ x D(C**%(1 x I)) para todos los intervalos compactos
I C [0, 00).

Diremos que g € C'*( x Q), si el niimero

W) = sup{ A I
ey — £201? 4 llyr — w2|?]/?
(wiyi) € D(xy,m) # (22, 92))

es finito.

En adelante supondremos que 7' es un namero real positivo fijo y K denota
el espacio de Banach

E = {w € O X [0,%0)) 5wl t) — 0,(2,t) € IN X [0.5),
u(z,l) = u(e, t+ 1)}

con la norma,

[[2]]e: ”“”(}"-uﬁ(ﬁxlo.ﬂ)

Supersoluciones y Subsoluciones periodicas.

En adelante supondremos que:
A;. Los operadores L; y T; tienen la forma:

n ; o2 n .' p . . ‘
;= (’W - {)Z ajk(x,t)m + Z:lb?(-r,f)b?) +C (J-”‘)} (r=1,2),

y
L= 3 muto . Y Be) s + Tle) (i - 1.2)
o LE—1 Ly dxjoak = i Jz; Sae)  (d :

A;. Los operadores L; v I, son nniformemente parabolicos y elipticos en
Qx [0,00) v 2 respectivamente, Esto es, existen constantes m, 7 > ( tales
que:
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Para todo x= (zy,-+-,2,) € £, t 2> 0, y cualquier n-iipla de nimeros
reales (z1.:-+,2a) # (0,--+,0), las desigualdades:

n

n
‘ ; . 2
E a;(z,t)zjze 2 m E 25

Hk=1 =1
" n
s o a9
Z a;k(x)zjzk > mzl.j
Jk=1 =1

son validas para 1= 1,2.

Ajs. Los coeficientes de L,(i = 1,2) estan en C""“/z(ﬁ % [0,00)) y son
t periédicos de periodo 1", y (11 < 0,77(') <0enQx[0,00)y Q respecti
vamente,

Ay. La funcion g € C*(2x Q) y g > 0en 2 x .

As. Los nimeros reales a,b,cq,cz son positivos.

3.1 Definicion Sean U, U; € C*Q x [0,%)). Diremos yue (("1,(}2)
y (U1,U;) son supersoluciones y subsoluciones de (R — D) 6 (R — D)*
respectivamente, si son ¢ periddicas de periodo T y satisfacen las siguientes
desigualdades:

LU, > -al, - e,GUL)0, + 4,

LW, < -ally e GU)U) + q,

Lallz > —blly 4 c;GU3)04 + ¢y,

LU; < =bUy + 2G(U2) Uy + 3,
U>U>0 en 2 x [0,00),
U.>0>U, en 9N x [0,00),

3.2 Teorema de Extensién de Kolesov. Sean Ty > T'y ¢; € C(Q), (i =
1,2). Si existen funciones U,V U,V en (2t 1 ta/2(Q) x [0,T})) tales que:

LU > —al - C]G(Y)U + ¢1,
L < -al — eGV)U+q,
LV > bV + G(V)U + ¢,
LU < =0V - GV)U + ¢

U(z,0) > U(x,T), U(z,0) < U(z,T), (zeq)

V(z,0) > V(z.7), V(z,0) € ¥(z,T), (z € Q)

U(z,t) 20 2 Ulz,t), V(z,t) 20 > V(z,t), ((z,1) € I X [0,T1])
U(x,t) > U(z,1) 20, V(z,t) > V(z,1) >0, ((z.1) € @ x[0,T1])
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Entonces existen lunciones Ui, U € E (1 = 1,2) tales que ({7, Ca) v ({7, 07)
son supersoluciones y subsoluciones de los problemas (R — D}y (ft — D)".

Demostracion: Definamos las siguientes funciones
Nz, t,U) = —all = oGV +
fg(.‘lf,l.,(;") = —al/ — (.'1('1'(1”)(/" + .

Por hipétesis,

L4[U) 2 —all = i G(V)T + 1 = fila, 0. T)

Li[U) € —alU — GV + q1 < filw.t,U)

Li([U] > —aU = iGN + ¢ > fola, t,U)

Ly[U] € —all = a/GIV)U + 1 = fale,t,U)

Del Teorema de Kolesov, se sigue que existen ;. {/; € E tales que:

U T, UL <T en 2 x[0,0),

{ Lty = —all - aGUT + 4 -
L] = all) - GV +q
Ahora.
Lilly = Uy) > —a(Uy — Uy) — ey GV, — Uy) en © x (0,77)
De donde,

Li+(a+a GV )T =Uy) > 0en 2x(0,11) ,y Uy —U; = 0en 8Q2x[0,00).
Del principio del Maximo (ver [Pw, pag. 173]), Uy > U; en 0 x [0,0).
Definamos ahora las siguientes funciones:
fs(z, t,V) = —bV + eqG(V)ly + g2, Jale,,V) = =0V + GL)L + ¢

Por hipotesis obtenemos que:

Lao[V] 2 fa(z,t,V)

LylV] £ f3(e, t,¥)

Ly[V] 2 fu(z,1,V)

LyV] < fale,t, V)

De nuevo por el Teorema de Kolesov, existen funciones {';,t, € E tales
que: )
KSU:zSV, K_(: UgﬁVeuﬁx[O,oo)
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L;[f/g] = ——bl)g-{-CgG(V)ﬁ] + ¢z, (2)
La[U3) = =bUz 4+ caGYV)U~ + o,

M4s atin, U, > Us en £ X [0,0).

Por lo tanto (1) y (2) obtenemos que (U/y,U/3) y (U}, U,) son supersoluciones
y subsoluciones T-periédicas de los problemas (R - D)y (R - D)".

Una observacién importante al teorema anterior es que nos permite obtener
los mismos resultados de [Q1] adoptando una definicén menos restrictiva
(sin periocidad) de supersoluciones y subsoluciones de (R — D). En efecto,
es suficinete tomar como definicién a funciones que satisfagan las hipétesis
del teorema anterior.

Teorema de Existencia.
4.1 Observacion. Antes de enunciar el teorema de existencia es necesario
hacer algunas construcciones adicionales.

Sean ¢ y A la primera funcidn propia positiva y el primer valor propio del
problema eliptico con valores de frontera:

~Li[d)+ ap + ;G(b)¢ = A  en R,
¢ = 0 endq, (3)
¢ > 0 en §2.

Escojamos niimeros reales &@ > 1y p > 0 tales que si ¢, > 0 en 2. Entonces

(@2)q > pe(A = a—c1G(H))]|¢]loo
(1/2)¢1 > pe™0 |0 (4)
@ > pefl(A 4+ )90

Ahora, sea U; € E la solncién del problema lineal periédico

LilU] = @q en 2 x(0,00) n
U > 0 en 2 x (0,00) (5)

La existencia de las [unciones ¢,U, v el escalar \ se puede consultar en
[Sm] o [Or].

4.2 Teorema. Si ¢ > 0 en Q. Entonces el problema (R — D)* posee al
menos una solucién no trivial (U, Vo), con Up, Vp € E.
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Demostracién. De la observacién 4.1., existen funciones 7}, ¢ y escalares
@, p que satisfacen (3), (4) y (5). Escojamos ¢z > 0 tal que:

b2 eallTill [ gla,s)ds
Definamos ahora las siguientes funciones
Uy=pft ¢, U, =0 Uz=b
Vamos a demostrar que las funciones Uy, U,, U, , U, satisfacen las hipotesis
del teorema 3.2.
primero observemos que Uy > U, en © x [0,00). Kn efecto,

L0y -U,] = g — (@™ Ti[¢))
a( %‘h - petig) 4+ $q - pe T |||l A = a = e G(b))
0 en § x [0,7)]

Ademids U — U = 0 en dQ x [0, o). Del principio del maximo y la periodi-
cidad del 77| y U/, oblenemos que:

Uy >0, enQ2x[0,0)

AR

Ahora,
LU, + all, + ,GUL)T1 —q1 > @g ~q1>0en X (0,00)
LUy +aly t e G, — i = Li[pe™*d] + c1pe™ G(b)d — )
= pef(@+ )¢ —q
< Oen Qx[0,T)]

De otro lado,

LQIUQ] " bﬁz - C‘)G(UZ )U] h? (?z(.r'(ﬁg)izl
b(b — C2G(b)“U1“oo)
0en Q x(0,00),

0 en © x (0,00)

I iviv il

’12u2 + bﬂz et 02(;(Q2)£|
De la definicién de las funciones I7; y U'; (i = 1,2) se sigue que:
Ui(2,0) = Uiz, T),Ui(%,0) < Uy(2,T),2 € Qi = 1,2)
U,>0,U,=0en dN x[0,T}],
Ui>L;>0en Qx[0,T}]
Del teorema 3.1 existen Mnciones (7, U: € E tales que las parcjas (l;"l, (:l")) y
(U, I73) son supersoluciones y subsoluciones de (R — D) respectivamente,

y por lo tanto el teorema 2.3 en [()1] garantiza la existencia de una solucién
T-periodica no trivial (t/g, Vo). con U, Vo2, del problema (R — D)*.
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