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Abstract
We will present a proof of the arc length, the image of the circumference |z| = r

applying the Koebe function defined by Yamashita in [4].
Keywords: Univalent functions, isopherimetric inequality, Koebe function, arc length.

Longitud maxima para funciones univalentes,
una prueba mas sencilla

Resumen
Presentaremos una prueba de la longitud de arco, de la imagen de la circunferencia
|z| = r aplicando la funcién de Koebe definida por Yamashita en [4].

Palabras y frases clave: Funciones univalentes, desigualdad isoperimétrica, Funcién
de Koebe, longitud de arco.

1 Introduccion

La teoria de las funciones univalentes se inicia alrededor del ano 1900 y
actualmente sigue siendo un campo activo en la investigacién. Muchos resultados
en este campo, se formulan como problemas extremales, como lo es el problema
que planteamos en este documento, entre otros, tales como: maximizar el mdédulo
de los coeficientes de Taylor, areas, longitudes y medias integrales asociadas con
las funciones univalentes.

Este documento esta dedicado a presentar una prueba de un problema extremal
conocido en las funciones univalentes, concretamente estimar la longitud de arco

de la imagen de la circunferencia |z| = r bajo la aplicacién de la funcién de Koebe.

En este articulo se harda una estimacién de esta longitud de arco, mostrando
que es la mejor que se ha podido calcular para la funciéon de Koebe y que el valor
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exacto de la longitud para esta funcion, ain no se ha podido calcular con exactitud.

En este articulo se presentara una prueba asequible a los lectores que el mismo
resultado realizado por Yamashita [4].

Definicion 1: Una funciéon f analitica en un dominio D del plano complejo
C, se dice univalente en D, si f(z1) # f(z2) para todo par de puntos z1, 22 € D,
con z1 # 2s.

Definicion 2: La clase de funciones S esta formada por la funciones analiticas
y univalentes en el disco unidad D = {z : |z| < 1}, normalizadas por las condiciones

f(0)=0y f'(0) =1.
Cada f € S tiene una expansion en serie de Taylor de la forma
f(2)=2z+a22®> +a3z®>+ ..., |z] < 1.
Algunos ejemplos de estas funciones son:

e La identidad, f(z) = =.
ol(2)=z+22+22+...=2(1-2)"L
e La funcion de Koebe,

2
1/1 1
/{7(2’):Z—|—222—|—3z3—|—...:2’(1—z)—2:Z(li—z> _17

la cual envia el disco D sobre el plano entero menos la parte del eje real negativo

1
de —1 al infinito, juega un papel importante como funcién extremal en nuestro

trabajo y en una gran cantidad de problemas extremales en la clase S.
Desigualdad Isoperimétrica

Sea C' una curva de Jordan rectificable con longitud L, acotando un dominio
con area A, entonces se cumple que

AT A < L2

Dada la funcién analitica f € D, se calcula la longitud de arco L,(f) de la
imagen de la circunferencia |z| = r bajo la aplicacién f € S, como

2
L =r [ I e)] do.
0
Teorema 1: Para toda f € S,
L —
Lelf) € s

con 0 <r < 1. Ver [2].

64



Longitud maxima para funciones univalentes

2 Teorema principal

Teorema 2: La longitud de arco, L, (k) de la imagen de la circunferencia
|z| = r bajo la aplicacién de Koebe cumple que

2rrvrd +4r2 + 1
L,.(k) > ;

donde 0 < r < 1.
Demostracion:

Para toda funcién f analitica en el disco I, se cumple

A(f) = / ()2 dA(2). 1)

D(0,r)

Donde A, (f) es el area de la imagen de la circunferencia de radio r.
e o]
Como f/(z) = Z a,z", se tiene
n=0

'@ = f&)f ()
— Z A rm eimG. Zan rn e—inﬁ
m=0 n=0

_ 2 :aman pmtn ez(m—n)e.

m,n

Asi, reemplazando en (1), obtenemos:

D(0,r) ™"
2 T
_ / / Zaman pm+n ez(m n)9p dp do
o Jo o
27 T
_ Zaman/ pilm=m)8 gg / oL
o 0 0

asi,
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Luego, con base en la desigualdad isoperimétrica y empleando (2), tenemos

LYf) = 4m A(f)
— 4n? iyanw%”. (3)
= n+1

Puesto que la funcion de Koebe esta dada por

k(z) = 2(1—2)7%=) (n+1)"H
n=0
Su derivada es
_ 2 2+l G 2 n
K(2) = 1442492 +..._(1_Z)3_;(n+1)z. (4)

Tomando a,, = (n + 1)? y reemplazéndolo en (3), se tiene

L3(k) > 4n* Z(n 4 1)3 p2nt2

n=0
= 471'250(7"), (5)
donde Sy(r) := Z(n +1)3 p2n+2,
n=0
Definimos S(z) := Z(n +1)%2" y
n=0

So(r) =12 (n+1)°(r*)" = rS(r?).
n=0

Observemos que

donde

=z k(z),
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1
donde k(z) es la funcién de Koebe y por [4] I'(x) = % por (4).
1 —
Dado que T = Z%x tenemos
1 - n—1
— = Y nw
(1—1x) —
= Z(n +1) 2"
n=0
x > N
Ao = 2L+De =k (7)
n=0
Derivando en (7) y teniendo en cuenta (6), se obtiene
S(z) = T'(x)
= zk'(z)+ K (x)
2?2 + 4z + 1

T )

de manera que, usando (8) tenemos
4 2
+4r - +1
Su(r) = r78(0%) =2 1'6%) =% (T
Por lo tanto, de acuerdo a (5) y teniendo en cuenta el resultado anterior, se
deduce

Lf(k) > 472 So(r)

42,2 rt 4+ 4r? +1
(1 —r2)4 ’

obteniendo asi, el resultado deseado para la funcién extremal de Koebe,

2m r Vrt +4r? + 1
L,(k) > .
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