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Resumen

Se reduce el cilculo de los grupos dc cohomolagia /1'((7, B) para el caso
en que (7 es el gmpo de Galois de una extensién ciclica finita L/K de cuerpos
numéricos y B el anillo de enteros de L; ntilizando sucesiones exactas de grupos

de eohomalogia y un Leorema de localizacion,

Introduccion

Sea A un dominio de Dedekind con cuerpo de fracciones K, L una extension
finita de Galois de A" con grupo de Galois G y B la clausura entera de A en
L. Entonces los grupos de cohomologia de G en B denotados por H'((7, B)
para todo entero 1 son A- modulos.

El proceso de computo de estos grupos de cohomologia es en general una
tarea dilicil; por lo cual los especialistas se han dedicado a través del tiempo
a intentar hacer reducciones con miras a simplificar dichos calculos.

La primera es la del caso ciclico en la cual se demuestra que H'((, B) =
H'*%(G, B) para todo i enterv ([5], 3 21). Cracias a este resultado es
suficiente calenlar los grupos de cohomologia en dimensiones 0 y 1 para
conocer asi la cohomologia en general.
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Utilizando el proceso de localizacion, en ([1]) se obtiene el siguiente resul-
tado

Teorema 1.

Si ¢ es un conjunto de ideales primos de L que contiene exactamente un
divisor ¢ por cada ideal primo P de A entonces para cualquier entero 2

(1) HY(G, B)~ ®H'G,, B,) q€ ¢

donde B, es el anillo de enteros de la completacion g-dadica Ly de Ly G,
es el grupo de descomposicion de g en L/ K.

Utilizando los resultados anteriores se demuestra en ([2]) que si L/K es
ciclica de grado primo entonces H'(G, B) = H’((/, B) para cnalquier par
de enteros 7, j.

En este articulo nos proponemos reducir el estudio de los grupos de coho-
mologia para el caso ciclico general demostrando el siguiente teorema.

Teorema 2.

Sean [ y A extensiones linitas normales de @ con anillo de enteros B vy A
respectivamente. Si L/K es ciclica con grupo de Galois G entonces

(G, B)=&H'G,, R)

donde (:',, es un p-subgrupo de Sylow de (7, en ¢l leorewa 1,y R es un
subanillo de B,.

Auin cuando los resultados mencionados reducen el estudio de los grn
pos de cohomologia para el caso ciclico las reducciones obtenidas con
ducen a interrogantes como estos:

i Puede ser infinito el nimero de sumandos directos que aparecen en
(1)7

Si el numero de sumandos es finito jqué condicion debe cumplir ¢ para
que I1I'(G,, B,) # (0)?

Estas dos preguntas se resuelven en ([7]). Mds ain se demuestra que en

la descomposicion mencionada aparecen como maximo tantos suman-
dos como niimeros primos dividan el orden del grupo G.



REVISTA DE CHINCIAS - JUNTO 1994 83

La importancia del teorema 2 radica en el hecho de que el calculo de
los gripos de cohomologia H'{(/, B} para el caso ciclico se reduce al de
pprupo. lin esta situacion ya sea por caleulo directo o por resultados
conocidos estamos mas cerca de obiener informacion precisa sobre la
cohomaologia para el caso ciclico.

Antes de entrar a demostrar este teoreina o necesario conocer algunos
resultados preliminares.

51 Preliminares.

r

Sea (7 un grupo finito multiplicativo v Z[(G] T el anillo grupo de (7.
Iintonces los elementos de I' son sumas formales Y gc;ns -8 ns € Z.

Se define sobre I' la adicion componente a componente y el producto
en la forma natural:

2:“5-2.4 | Emyé e Z(maﬁ-m)-& ¥

MEN held teG
(qu.é-f.s)(_z:n&-ﬁ) = E(Zm,n,-u.éyé
NELS SErY SeG Te@

Se acostumbrara a renombrar objelos asociados con ' en {érminos
de (. Por ejemplo se dira que un grupo abeliano aditivo A es un
(-modulo cuando sea un -modulo.

Supongase que ¢+ A" > A v ¢ B — B son GG-homomorfismos
de (7 modulos y sea [ € Homg (A, B) entonces se define (¢, ¢)f
vwo fod € Home(A', B').

Scan (¢ y (" grupos finitos y sea A un G-mddulo, supongase que
A G5 = (4 es un homomorfismo, entonces es facil demostirar que A
se convierte en un G-modulo(basta con delinir 8'a = Ad'a).

El stinbolo (7, A): que llamaremos par se utilizard para significar
que A es un (Amadulo. Snpongase que se tiene otro par (7, A');
un homomorfisimo A @ 7 — 7 y un G’-homomorfismo [ @ A — A,
entonces el objeto de composicion (A, f) es llamado homomorfismo

de pares: simbolicamente

(A f) (G A) = (G, A").
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Si (A, f) es un homomorfismo de pares; (X. @, —1) es cualquier G-
complejo ([5], 1. § 3) y (X', ', —1) es cualquier ("-complejo entonces
existe un homomorfismo de grupos de cohomologia determinado en
forma canonica (5], Teorema 2-1-8).

O, feoais HYUG, AV MG, AY.

62 Algunas funciones de grupos de cohomologia.

A lo largo de esta seccion A denotard un (F-médulo, /I un subgrupo
normal de Gy A" ={a € A; pu=aV¥pe H}.

m

Considerese ahora (7 = | JL, 6,/ la descomposicion de (0 en coclases
izquierdas. Se define sobre el (-modulo A la funcidn

m
Stocle) = Z §da) ae€ AY
i=1

Hamada la funcion traza de H en 6,

Sea X cualquier (J-complejo, entonces X es también un f{-complejo
y se liene un homomorfismo ([5], 2-4).

Sttt Homp( X, A) = Homp( X, A)

el cual determina un homomorfismo de grupos de cohomologia llamado
transferencia ¢ correstriccién

Cor: H'(H, A)— H"((U, A Vne Z
Otra tuncién importante de grupos de cohomologia es
defl ; H™(G,»A) —» H™™(G[H, AY) n>|
Hamada deflacidn, definida en ([6]). Mas adn se puede definir de f1
en dimension cero de tal forima que el siguiente diagrama
AG I AG = (AHGIH

k ke

HO(G A2 o am)



REVISTA DE CIENCIAS - JUNIO 1994 85

(ver definicién de k en ([3], 2-2-6)) sea commutativo. Asi deflo k% =
M para todo a € A%,
Ahora considerese la sucesion

Sy . 1

AR g A6 L A5 g

la cual no es exacta, pero como Sy_; @ SyA — SgA y SgA =
Si—a(SuA) C SycA” = SguAM, entonces se tiene el siguiente
diagrama conmutativo con fila superior cxacta.

AU JS k- DHSE o JCPE e F AYS e g
k k|- k

defl
O Ay i g O

HYNG/H, AHy—0t O

y como los k son isomorfismos entonces la sncesion

(2) HO(H, A) 25 HYG, A) %5 HOCIH, AT) =0

es exacla.

En los parrafos anteriores se encontro una sneesién exacta de grupos de
cohomologia en dimension cero; pero existen otras funciones de grupos
de cohomologia que conducen a una sucesion exacta en dimensién 1.

Sia € A” v § € (7 entonces da € A": (como Il es normal en (7
entonces para todo p € H, existe p’ € H tal que pd = 6p'). Ademiis
(8p)a = da asi que A puede verse como un G/ H-médulo.

Sea r : G — G/ el homomorfistmo candnico ¢ i + A = A la
inclusién, entonces cuando A es visto como (¢ médnlo via 7, ¢ se con-
vierte en un G-homomorfismo y en consecuencia (r, 4) : (G/H, AH) —
(G, A) es un homomorfismo de pares. Entonces existe una funcién de
grupos de cohomologia

(7, 1) : HY(G/H, A") = IIY(G, A) n >
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Puesto que © no es [-1, esta funcion solo se tiene para dimension n > |
([5]. 1. & 1}. Se escribira inf = (7, ). ¥ se llamara funcion inflacion.

St denota la Tuncion identidad en A e ¢ = iy la inclusion de H en
(/. entonees (v 1) 0 (G A (M A) es un homomorfismo de pares
y puesto que @ es un monomorfismo surge una funcion de grupos de
cohomologia

res = (i,4).: MG A) -+ H"(H, A)

que se llamarda restriceidn de (' a H.

Ahora considerese la sucesion
(3) 0 — HMGIH, ATYEZL g6, A) 25 HY(H, A4)
Por ([5], 3-1-2) se tiene que (3) es exacta en dimension 1.

63 Reduccion de un problema local.

I'n esta seccion se presentara una aplicacion de las sucesiones exactas
antes mencionadas a la reduccion de un problema de cohomologia
local.

Supongase que A es un cuerpo local, es decir completo con respecto
a una valuacion discreta y A su respectivo anllo de enteros. Se puede
ver que A es un anillo de valuacion discreta ([3], L § 7). Se simbolizara
por P su ideal maximal y ademas se supondra que A/P es perfecto.

Definicién: Sca [ una exiension linila de A v p la caracteristica de
AP, Sipdivide a ¢, (¢, es el indice de ramificacién de g en LfK) con
¢ que cae sobre P, se dice que LK es fuerfemente ramificada. Si esto
no ocurre {p no divide a ¢, ), entonces se dice que L/K es débilmente
ramificada.

Lema 1 Sea A un cuerpo local con anillo de enteros A, L una exten-
sion ciclica finita de A con grupo de Galois ¢ v 3 la clausura entera
de A en Lo Si L/K es fuertemente ramificada entonces existe un p-
subgrupo de Sylow (7 y un subgrupo I isomorfo a G/, de (7 tal que
LILT es débilmente ramificada y L7 /K es {uertemente ramificada.
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Demostracion: Sea P el ideal primo de A y g el de B. Puesto que
L/ K es de Galois, entonces

1[ l‘] - 6"l 'I ([’l]! ” a§]) bl

donde [B/q: A[P] = [, ; como p | ¢,, entonces p divide a o((7). or
lo tanto o((¥) = p'm con (m,p) = 1 v en consecuencia (& tiene un
p-subgrupo.

Secan (i, y H subgrupos de G tales que (i, es un p-subgrupo de Sylow
y o(H) = m; en tal situaciéon H es isomorfo a G/G,,.

Considerese el siguiente diagrama

Se denotara por R el ideal maximal de R y sea ¢ tal que RB = ¢,
Por ¢l teorema fundamental de la teoria de Galois L/ es de Galois y

o((7)
o((7,)

o(IT) - =[L: Bl =)

con [Bfq: R/R] = [. Como (G, es p-subgrupo de Sylow, entonces el
orden de (7, es primo relativo con el orden de H, por lo tanto p 1 ¢
y L/E es débilmente ramificada. Ahora, si #/K fuese débilmente
ramificada entonces por ([4], 11, Prop 13) L/K también lo serfa, lo
cual es una contradiccion.

Demostracién del Teorema 2: Por ([1]. § |, Lema 1-8) tenemos que
si H'(G,, 13,) # 0 en (1), entonces L,/ Kp cs fuertemente ramificada

y por cl lema 1 existe un p-subgrupo de Sylow GF v un subgrupo /1
isomorfo a G, /G, de G tal que Iq/l T es débilmente ramificada.

Ahora, puesto que las sucesiones (2) y (3) son exactas, entonces se
tiene que
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0 - H'(Gy, BN ™5 HY(G,, B) 24 H'(H, B)

HO(H, B,) <% H(G,, B,) =5 H%(G,, B)') =0

son exactas. Pero por ([1] § 1, Lema 1-8)

H(H, B)=(0) v

H'(H, B,) =(0).

Por lo tanto,

HYG,, B,) 2 HG,, BY) v

HMGy By) & HOGs; B+

Ahora, como f,q/i\:p es ciclica y H'(G,, [;’q) = [I2(G,,. I:;'q)
([5], 3 -2 - 1) se tiene que

H'(G,, B,) ~ H(G,, BY)

para todo entero i.

Por lo anterior y reemplazando en el Teorema 1, se obtiene el isomor
fismo del Teorema 2.
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