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ACERCA DE LAS CONSTANTES DE
LOS GRAFICOS DE CONTROL X, o

Javier QOlaya O.
Unidad de Plancacion Esladislica

Universidad del Valle

Resumen
El articulo busca despejar una wgnictnd | relativamente cormin, acerca del
origen de lus constantes utilizadas en la construccién de grificos de control X,
o Luego de una breve introduccién, presenta soluciones Lediicas, canclusiones

y ejemplos,

Introduccién

Fis frecuente encontrar personas quienes, ain siendo expertas en el manejo
de los tradicionales grilicos de control para variables X, o, no tienen muy
claro el origen de las constantes (Tabla 1) que se acostumbra ulilizar para
el establecimiento de los limites “tres sigma” de los mismos, cuando se
estian controlando procesos que se supone generan “poblaciones normales”.
Incluso, los autores que podrian llamarse clasicos (1, 2, 3), difieren en las
constantes de sus preferencias: los hay quienes utilizan Ay, ¢3 y e3 y también
los que se inclinan mas por As, ¢y y ¢35 para alcanzar el mismo ob jetivo:
lodos, sinembargo, usan By y By para establecer los limites de control de
grafico o sobhre todo porgue tienen el mismo valor numérico ya sea que se
calculen a partir de ¢z y ¢s 0 de ¢4 ¥ ¢5. El articulo se referira a todas ellas.

Pero el objetivo principal es aportar luces para la comprension del origen de
las constantes, en dos bloques: uno, que podrfa llamarse “de lectura rapida”
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el cual se espera produzca una idea general de los resultados y consiste en
omitir de la lectura la parte Il; y el segundo, un poco mas estadistico, que
seria de “lectura delenida”, que pretende avanzar en la solucién tedrica.

Notacién

Durante anos, los autores de temas estadisticos en control de calidad han
utilizado el simbolo “prima” (') acompanando a los simbolos comunes de
la media aritmética (X) o de la desviacién estandar (o) para donnla.r las
caracteristicas de la poblacién (o, en este caso, del proceso). Asi, X es
la media y ¢’ es la desviacién estandar de la poblacion. Sinembargo, la
tendencia a uniformizar la notacion de los iltimos anos ha hecho que sea
cada vez frecuente el uso de los sifmbolos yi y o para los mismos nimeros,
respectivamente.

Se utilizarad entonces la signiente notacion:

En la muestra FEn la poblacion

Media: X It
Desviacién estandar: o
Definicién nno: S
Definicion dos: S’
Varianza: 526 872 o?

Los valores esperados, las varianzas y las desviaciones estandar de los es-

tadisticos se denotardn con los simbolos siguientes:

Estadistico Valor Varianza Desviacién
esperado estandar
Media: Hy V(X) oy
Desviacién estdndar (1) js V(S) os
Desviacion estandar (2) M V(S5 as

En la definicién uno,

X< X)
S=4 }_:],(("_1) (1)
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v en la definicion dos,

Y2
S — + Z(}‘ X) (2)
=1

Ademis, como se utilizan k muestras para instalar un grafico de control,

entonces se escoge la signienie notacién: sean X, y 8, 6 87 la media y
desviacion estandar de la muestra j, entonces:

(3)

-
I
e

|

I
‘M 3
:--|‘_><|

sera las medias de las medias.

S =

x
rl
>.-|jf5|

' (4)

-
Il
-

sera la media de las desviaciones estandar calculadas usando la ecuacidn

(1).
k I
°) 5
ny @)
sera la media de las desviaciones estandar calculadas usando la ecnacién
(2).

Finalmente, para los limites de control se adoptard la notacién:

Para el grifico X Para el gréfico ¢

Limite superior LS¥ L5
Limite inferior Ll LY
Linea central LCx LC,

Limites para los Grificos de Control X, o

Si se esta utilizando un grafico X, o los limites “3-sigma” se calculan asi:
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A partir de § A partir de 5’
Grafico X: I,S'-‘r = ?-{- Aj S LS;\? =? + A ?
LIz=X-A; S LIz=X-47F
l:(.ﬂ'lr = ‘_ (8&) L(‘x— = T (Gb)
Gréficoo: 1S, = By § 1Sy =848
L, =B § L= 333-'4
LC, =T (7a) LC, =T (7b)

En lo sucesivo el articulo discurrira asi: inicialmente, se ilustra el signifi-
cado de la constante Ag y, como en ella aparece una nueva constante ¢y,
se determinara ésta en la seccion siguiente; aprovechando los resultados de
la seccién se presentara una nueva constante e5 y a partir de cq4 y ¢y se
deliniran D3 v By. Posteriormente se hara lo mismo con Ay, ez y ¢3 y con
By v By definidos a partir de ¢2 y e3.

PARTE I: Constantes para el Grifico X, construido a partir
de S

Se sabe que a¢ = o/y/ny que g p. Sise conocieran gy o, los limites
de control 3-sigma serian:

LSY = M+ ?n/ﬁ
LIy = p B3alyn (R)
Ly = n

(Al factor 3/y/n se le denota a veces con la letra A). Pero, en general, iy o
no se conocen y por tanto deben estimarse. Es conocido que X es un buen
estimador de ji; entonces se acostumbra utilizar X, que es un promedio
obtenido a partir de todas las ohservaciones, como linea central del grafico
X, es decir,

LCy=X (9)

Lo que no es muy conocido es que

&= (10)
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es un buen estimador, insesgado al menos, de o.

Nota: Para efectos de continnidad en esta seccion se finalizard con el
establecimiento de los limites de control para el grifico X. Kl significado
de ¢4 y la obtencion del estimador & se dejari para la siguiente seccion.

Fntonces, ntilizando ambos estimadores,

(11)

I;,Y — .X — ((4ﬁ) -')

Y, si se denota

3
Ay = — 5= 12
3 ('qﬁ ( )
entonces,
’/LS X — ‘? + 4‘ 5 F

(13)
!”Y = T—A:;S

los cuales son los limites conocidos para el grifico X, ecuacion (6a).

Persisten las dudas: [Qué es ¢g 7 y (Por qué se asegura que o = l. es un
estimador de o 7

PARTE 11: El Valor Esperado y la Varianza de S
Si se muestrean poblaciones normales, es conocido que la variable

y - ln 187

5 (14)

signe una distribucion chi-cuadrado con n — 1 grados de libertad. Esto
significa que la densidad de V', sera

f(-v) = EE————I v 2 ¢ VY . v >0 (15)
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PPosiblemente algiin lector no esté familiarizado con la funcion gamma: para
él se incluye el siguiente resumen:

La funcién gamma, denotada I'(-), esta definida por:
m):/ e Fdr 130 (16)
0

Entonces ['(t) es una notacién para la integral definida que aparece a la
derecha en la ecuacién (16). Si se integra por partes, se llega a la expresion
de recurrencia,

F(t+1) =1t (1) (17)
de donde, si t es un entero (¢ = n), entonces,
I(n+1)=n! (18)
Por otra parte, para n entero
P{n+1/2) 1:2:3 -0« (2n—1)/x/2" (19)

Y en particular,

F(;)=2I‘(g)=ﬁ (20)

El propésito de esta seccion es determinar el valor esperado pus y la desviacion
estandar ag de la variable §.

Se sabe que
ps = E(S5)
y Lambién que
V($) = EI(S — us)?) = [E(S?) - pk (21)
lo cual significa que se requiere F{S) y £(S5?) para hallar V(.5); entonces
seria preferible determinar E(5%) v a partir de aqui particularizar.
A partir de la ecnacidn (14), se tiene que:

V /2
= 7 ( ) (22)

n— 1
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Por lo que:

o0 X i/2 n—1
E(S‘):/ 0'( L ) n_,l T b gy (23)
0 n—1 2°7 IY( '.'.%1‘)

Y mediante el cambio de variable:
W= (1/2)V (24)

Fntonces

ooty ~ I __UV /2 1 - -1 —-w
I'J(S ) = L a (n = 1) m (2!1))(5—}:&) € 2 dw (25)

lo cual conduce a

E(S")=”"(n21)mr(l [, w3 Lt dw (26)

not)

y, utilizando el resultado de la ecuacién (16),

2T (1@—_2&1)

(n - l)%‘[‘ (-"w}i)

E(§') = al (27)

Cuando t = 1

2T (3)
(n— 1)‘5I‘ ‘ ’5211)

I'(%) 2
“Iy Ve o

entonces ¢l valor esperado de S serd:

E(S) = (28)

y si llamamos

E(S)=res0 (30)

Si se utiliza S, de la ecuacién (3), como estimador de pg y & como estimador
de o, entonces

S =ty& (31)
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v de aqu
a=258/e (32)

seria nn estimador de o, tal como se planteé en la ecuacion (10). Por otra
parte, si @ = 2,

9 1 (ntl
21 ( 2 ) o’
(n-1)T (’-‘—;‘)
pero. por la expresion de recurrencia de la ecuacion (17),
[l(n+ 1)/2] = [(n=1)/2] T|(n - 1)/2] (34)

lo cual, reemplazando en la ecuacion (33) conduee a:

E(S8*) = (33)

E(5%) = o? (35)
v este resullado st es bastante conocido.

Como el interés principal esta en determinar la varianza de S, entonces, de
acnerdo a la ecuacion (21)

V(S) &? - (cq0)? (36)
Y por tanto,
V(S) = (1 —cf) o? (37)

lo cual significa que:

as =a /(1 -¢%) (3R)
Cs =11 < (39)

Y si denotamos

crlonces
s =05 O (40)

es la expresion para el error estdndar de §.

De hecho,
ds=cs 0 (csfcs)S (11)

puede utilizarse como estimador de og.
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Constantes para el Grafico o, a partir de 5.

Para el gréfico o, si se conocieran js y ag, los limites serian:

LS, = ps+3os
LI, = ps-—30s
LCo = HSs

143

(42)

Pero como ji5 y os en general se desconocen, deben estimarse. Si E(S) =

Jis se estima como §, entonces
LC, =T
y, si 05 se estima como cs0, entonces

I;Sa = \_g + 3C5&

LIQ = g e 3C_",a
Si se reemplaza & por S /ey, Tesulla

LS, = ﬁ—}-(:ﬁ‘s/c.;)s

8 S —(3cs/cs) T

de donde, denotando

B4 = 111 3(75/(!4

B3 = 3 3(?5/(,'4
resulta que los limites de control son

LS,, = 1?4 S

L, = B §

0 sea, los limites ya planteados en la ecuacién (7a).

(43)

(14)

(45)

(46)

(47)
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Resumen de Resultados Iniciales.

Las constantes utilizadas en la construccion de los graficos de control X,
a, a partir de S, se acostumbran a denotar A3, Bz y Hy.

Aa la constante utilizada en la construccién del grifico X, es:

A:; = 3/(‘4\/;;

r@ [ 2
=y I 5

By v By, las constantes utilizadas en la construccion del grafico o, son:

donde

By = ]+3(‘-5/('4
B3 = 1-3(':./('4

es = \f[(1 = ca)?)

Notese que todas las constantes dependen de n.

donde

Ejemplo 1.
Supongase que n = 9. En este caso:
1. cq = I'(4.5)/T(4)/(1/4)
I(4.5)=1(4+1/2=1-3-5-7T:/x/2% (ver ecuacion (19)).

(1) =3
cy — 0.969 (ver Tabla 1)

2. Ay = 3/0.969v/9

Aa = 1.032

3. e = /(1 - 0.969?)
cs = 0.246

4. By = 1— 3(0.246)/0.969
B3 = 0.239

5. By =1+ 3(0.246)/0.969

Dy - 1.761
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PARTE 1V: El Valor Esperado y In Varianza de 5'.

i realidad, aungue §% es un estimador insesgado v 87 es un estimador ses-
gado de o tanto § como 8 son estimadores sesgados de o, La constante
ey presupone el uso de 5, ecuacion (1), para el cdleulo de la desviacion
estandar de cada muestra precisamente para construir un estimador inses
gado de a a partir de §. Algunos autores, entre ellos Grant (3), utilizan
olra constante, denotada ¢y que presupone el uso de 8§, ecnacion (2), para
el calculo de la desviacién estandar muestral,

Se sabe que:
F(S™) = [(n - 1)/n]a? (19)
Ademas, de acnerdo a Grant (3),
E(S") = ca0 (50)
por lo cual, procediendo igual que la parte 11,
V(S') ~ [(n = 1)/n = c}] @ (51)
resultando

os o \J[(n-1)/n-c} (52)

v si se denota,

c3 = \/[(n —1)/n - %] (53)
entonces,
os=c0 (54)

Nétese que de acuerdo a la ecuacién (50), si se utiliza §7 como estimador
de E(S7), entonces

a=2=58c, (55)
es otro estimador para o.

Grant (3), presenta como definicion de la constante ¢z, la signiente:

2-2)4 )
Cz=\/g‘§T:_3—;i (56)
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En realidad, Grant ha extendido la notacion “lactorial”( !) a las expresiones
signientes:

D(n/2) = [(n—2)/2)"

(n—-1)/2 = [(n-3)/2]!

- \/g ﬁ(-z%; (58)

resultado éste que puede encontrarse de manera similar a como se procedid

de donde,

en la parte |1 para hallar ¢4, considerando que
U/ =nS"fo*

signe también una distribucion chi-cuadrado con n — 1 grados de libertad,
y el cual muestra que cp y ¢4 estan estrechamente relacionados, asi:

cf= 03 \/['n./(n - 1)] (H9)

PARTE V: Constantes para los Grificos de Control X, 0 a
partir de §5'.

Fn forma analoga a los mecanismos ntilizados en las partes 1 y 111, se
concluye que las constantes utilizadas en la construccién de los gréficos
X ,0 a partir de S’ son:

/‘ 1 — 3/(32 ﬁ

By = 1- 303/62
”1 = 14 3(.’3/(.‘2
donde,
z _I(3) .

c3 [(n—1)/n—ci] (61)
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Ejemplo 2.
Supongase que n = 9. En este caso:

. e [['(4.5)/T(4)] - V(2/9)
ey = 0.914 (ver Tabla 1)

2. Ay = 3/0.914-/9
A = 1.004

3. 3 = /(8/9 - 0.914%)
ca — 0.232

4. By = 1- 3(0.232)/0.914
By = 0.239

5. By = 1+ 3(0.232)/0.914
B, = 1.761

Una observacion importante es que By y By no cambian al usar ¢, y ¢3 en
lugar de ¢4 y cs, lo cual se explica porque, de acuerdo a las ecuaciones (39
4y L] b

(59) y (61),

*

es = esfi(n - 1)/n] (62)

P.S.: Desde luego, a la luz de la teoria de estimacién, es claro que tanlo
S'/cz como /ey son estimadores insesgados de o; sinembargo, queda la
inguietud de: ;Cudl de ellos sera preferible? Pero eso, como ya algnien
dijo, es otra historia.
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Tabla 1. Constantes utilizadas para determinar los limites de control tres
sigma en Graficos de Control X o cnando se muestrean poblaciones nor-
males,

Tamano
de la A partir de SV A partir de (%)
muestra
n Al C’; (73 A;q C.] C5 Bs Bq

2 3760 7.000 0426 2659 0.798 0.603 0.000 3.267

3 2304 0724 0378 1954 0886 0463 0.000 2.568
4 1880 0798 0367 1628 0921 0380 0.000 2.266
f L.AOS 0841 0.3056 1427 0940 0341 0.000 2.089
fi 410 0869 0281  1.287 0.952 0308 0.030 1.970
7 1277 (OR88 0261 1182 0939 0.282 0.118 1.882
B LI7H 0903 (.245  1.099 09656 0.262 0.185 1.815
9 Lo 0914 0.231  1.032 0969 0.246 0.239 1.761

10 1,028  0.928 0.221 0975 0973 0232 0.284 1.716

11 0.973 0930 0.210 0927 0975 0221 0321 1.679
12 0.0256  0.936 0.202 0886 0.978 0211 0354 1.646
13 0.884 0941 0.194 0850 0979 0202 0382 1.618
14 0.848 0845 0187 0817 0981 0.194 0406 1.594
15 0.816 0949  0.181 0.789 0.982 0.187 0428 1.572

16 0.788 0452 0.175 0.763 0.983 0.181 0448 1.552
17 0.762 0955 0.170 0.739 098> 0.175 0466 1.534
18 0.738 0058 0,166 0.718 0985 0.170 0482 1.518
19 0.717 0860  0.161 0.698 0986 0.165 0497 1.503
20 0.697 0.962 0.157 0.680 0987 0.161 0.510 1.490

21 0.679 0964  0.158 0663 0988 0.1h7 0523 1477
22 0.663  0.966 0.150 0.647 0988 0.153 0534 1.466
23 0.647 0967 0.146 0633 0989 0.150 0.545 1.455
24 0.632 0968 0.143 0.619 0989 0.147 0555 1.145
25 0619 0970 0.141 0606 0990 0.144 0.565 1.435

M = (X — X)/n)

@ g (X = X (n— 1))
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