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RESUMEN
En este articulo se presenta la deduccién matemation de la ecuacion de crecimienta

Von Bertalantly junto con su interpretaciéon brologica y se aplica al crecimiento en long-
tud del arenque del Pacifico (Clupea Pallasii}, utilizanda los métodos de Gulland Holt

y Von Bertalanffy para la estimacién de los parametrom I o, K y 1

INTRODUCCION
Fl propdsito de este arliculo es presentar la ecuacion del crecimiento de Von Berta-
lanffy, aplicada al crecimiento en longitud del Arenque del Pacifico

Los biologos y matematicos pesqueros, Gulland, Beverton, Holt, Rickér y Pauly
han destacado en sus trabajos la importancia de esta ecuacion en el manejo y
evaluacién de recursos marinos ([1],(2],{3].[1]).

En los modelos biomatematicos desecamos en general que ellos posean al menos
algunas de las siguientes caracteristicas:
1. Que los datos provenientes de los registros estadisticos sean faciles de ajustar.

2. Que los parametros que intervienen en el modelo sean pocos y que en lo
posible tengan un sigunificado biolégico.

3. Que se puedan hacer extrapolaciones en rangos razonables (de acuerdo al
problema bioldgico, objeto de estudiv).

Fl modelo que veremos a continuacién para el crecunuento en longitud del arenque
del Pacifico tiene estas caracteristicas,
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LA ECUACION DE VON BERTALANFFY

Se dice que nna magnitud variable ! = I{t) , que varia con el tiempo t signe una
ley de crecimiento de Von Bertulanffy si satisface la ecuacién diferencial

dl
=kl 1), 01l (1)

donde k y I, son conslanles positivas.

Por el método de separacién de variables se obtiene que la solucién de la ecuacién
diferencial ( 1) con la condicién incial I(to) = 0 es la funcién definida para todo ¢
por,

I = (1 — e~ kt=10)) (2)
Esta solucion satisface

0l <lee oy Jimli=lo

Figura 1: Curva de crecimiento de Von Bertalanffy.

Sigunificado biolégico

Supongamos en el proceso de crecimiento de un animal que la variable [ repre
senta longitud y la variable t edad. Enlonces el parametro I, , conocido como
longitud asintética, representa la maxima longitud alcanzada en el crecinuento.
El parametro t, rcpresenta aquella edad virtual en que el animal tendria una
longitud cero, y el pardmetro k es un indice de la rapidez de erecimiento, de forma
que valores altos de k corresponden a crecimientos mas rapidos,



REVISTA DE CIENCTAS  Diciermnbre 1990 103

ESTIMACION DE PARAMETROS

Para la estunacion de los parametros (o y k emplearemos el método de Gulland-
Holt, con base en la regresion hneal:

ﬂvsl.

dt

Utilizaremos la aproximacion f% ~ g—: con At = 1, pués para el caso del arenque

los registros de longitud vs. edad se Lienen por anos.
Asi la regresién hineal se simplifica a
Al vsl

De la eccuacidn 2, obtenemos la relacion lineal

Al =1(1 —e %) (1 - e~y (3)
con y= Al r =1 el modelo lineal propuesto toma la forma y = a | br , donde

a=le(l 7% ; b==(1=¢7%)

En base a la siguiente estadistica de longitud vs edad, tomada para ¢l arenque

del Pacilico en la costa occidental de Hokkaido, durante los anos de 1910 a 1954,
estitnareinos los pardmetros L y k.

Edad t | Longitnd { | Al | =1/kIn(f=d) [ | Error
(afos) (ems) relativo % ?
3 25,70 2,70 5,20 22.17 13
3 28,40 1,75 | 6,36 25.23 11
5 30,15 1,50 | 7,30 27.70 8
6 | 3165 | 1,2 8,31 20 67 6
G 32,85 0,80 0,32 31 26 5
8 33.65 0,79 10,14 32.53 3
0 34,44 0,53 11,13 33.55 3
10 34,97 0,59 11,93 | 34.35 2
11 35,56 0,36 | 1304 35.03 1
12" [ 3592 1,01 13,89 35.56 1
13 36,93 0,11 17,68 35 98 3
14 37,04 0,66 18,38 36.32 3
15 37,70 36.59 3

(1) Este dato no se tuvo en cuenla en los cileulos de regresién.
(2) Error relativo : 1’7‘1 x 100%

Tabla 1: Longitudes Promedios 1910 1951 . Arenque del Pacifico Costa occidental
de Hokkaido. (Tomada de [4],pg. 16)
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Presentamos a continuacion el grafico de regresion Al va | | y el cdlculo de los
parametros a , by , r” -coeliciente de determinacién- , que indica la bondad de
ajuste del modelo.

Al

Figura 2: Regresion: Al vs I . Arenque del Pacifico.

Calenlos de regresion @ Al vs |

En la ecuacion de regresion lineal , y = a 4 bx | es bien conocido que:

a = %[Zy bZz]

.29 7)Y

Y 22— LY 2)?

2 _ aXytbFay-S(By)
Yy - 13yt

En el caso del Arenque con Al =y, [ = ; y los datos de la tabla 1, se obtiene

a = 7,51
b = 0,20
i, : =317
E o= —In(l1+8) = —1n0.80 0,22

r? = 0,42
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Fatimacidn de g

Despejando t | de la ecuacion:

=10 - g kU "'))

I:  Filemd
t =to — II" (T) (4)

Linealizando la ecuacion 4 | por medio de -

1 lo —1
=t y=—Eln i
o0

La regresién lineal de y = a | bz |, permite estimar {o, de acuerdo a to=— T

Obtenemos:

Los datos proporcionados en la tabla 1, aplicados a la linea de regresidn |

= —l-l oo —1 '8 =1
y=~1l 7 , va , r=1

proporciona
a = 121
= 17
rP = 097
. a
ty - SE -1.03

Por lo tanto la ecuacién de crecimiento en longitud estimada para el arenque del
Tacifico, vendra expresada aproximadamente por:

[=37.7(1 - ¢~ %2%HL9)y Bty <15
I (cms) ; ¢ (anos) .
En esta aplicacidén al erecimiento en longitud promedio al arenque del pacifico, el

error relativo nos muestra que la terna de pardmetros I, k, 1o, ajustan adecuada
mente a los datos empiricos reportados en [4].
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