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UN ALGORITMO NO LINEAL PARA
PROGRAMACION LINEAL

Hector Jaira Martinez R.
Departamento de Matemdticas
Hatversidad del Valle

Ahstract

Morshedi and Tapia (1987) argue that K armarkar algorithm resulis from a
elever sleepiest descent fornmlation of the nomdinear Prograny that ariscs when
soprired-slack yanables are used, By replacing the steepest descent component with
wosteresive quadratie progranuning (SQP) component, we present a new algoritlun
amdd demostrabe that it is locally q-quadratically comvergent, and the variables that
converge 1o 2ero do so q-superlinearly.

Resumen

Fn 1987, Morshedi y Tapia demestearan gue ¢l algoritine de IS arnmarkar para
programaciin lineal se poede deducir de ima formulacion especial del método del
gradiente para programacién no hineal, Reemplazando el métoda del gradiente
con ¢l mdtlodo de programmeidn cuadratica sucesiva (POS), presentamos un nuevo
algoritmo para programacion hneal y demostramos que es localmenle convergente
con nna rata de convergencia g-cuadritica, ademds, que las variables que couvergen

a cero lo hacen con una rata o-superlineal.

INTRODUCCION

I 1987, Morshedi ¥ Tapia demostraron que el algoritmo de Karmarkar (1984)
para programacion lineal se puede deducir de una formulacion especial del método
del gradiente para programacion no-lineal,

I'n efecto, como se presenta en Martinez (1990), el algoritmo de Karmarkar
es equivalente al metodo del gradiente aplicado al problema de programacién no-
Jincal que resnlta cnando el problema de programacion lineal

Minimizar ¢ 2 (1.1a)

Sujetoa Az =0 (1.1b)
eTr=1 (1.1¢)
z =10 (1.1d)

¥
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donde ¢T = (1.1 1), ea transformadn en un prohlema de programacion no
lincal con restricciones de 1gualdad usando variables de holgura al cuadrada Fs
decir,
Minimizar ¢!z (1.2a)
Sujetoa Ar -0 (1.20L)
eTr=1 {1.2¢c)
r =y {1.2d)
o lo que es igual,
Muinumizar ¢ y? {1.3a)
Sujeto a Ay’ =0 {1.3b)
Ty =1 (1.3¢)
z = (1.3d)

A partir de este importante resultado, es natural pensar en un algoritmo al-
terno que use el método de Programacion Cuadriatica Sucesiva (PCS8) en lugar
del método del gradiente para resolver el problemna (1.3)

El método PCS es una herramienta conocida y muy efectiva en oplitmizacion
no-lineal. La principal diferencia con el método del gradiente es gue en cada
iteracidén , en lugar de usar una aproximacion lineal de la funcidn objetivo, se usa
una aproximacién cuadratica de la funcion de Lagrange asociada al problens de
programacion no-lineal como la funcion objetivo del subproblema Es de esperarse
que el método PCS tenga una convergencia local mas rapida que el método del
gradiente

En este articulo presentamos el algoritmo basico del método I'CS con va.
riahles de holgura al cnadrado y demostramos la convergencia local de este nuevo
método para programacién lineal También, demoatraremaos que este método tiene
la propiedad deseable de que las variables que convergen a cero lo hacen a una rata
g-superlineal. La implementacién numérica, al ignal que el nso prictico de eate
algoritmo, es en este momento el tema de tesis de grado de wno de mis estudiantes
del Programa de Magister en nuestro Departamento

EL METODO PCS CON VARIABLES DE HOLGURA AL CUADRA-
DO

Una presentacion general del método PCS esta dada en la seccion 6.5.3 de (ll,
Murray y Wright (1981), en Tapia (1978) y en Lapia (1980). A continuacion
derivaremos el método PCS para el problema (1.3), el cual sera a su vez el método
PCS con variables de holgura al cuadrado para el problema (1 1)

Dado el vector no-negativo xy € K" como una aproxunacion a x”, uua solucion
del problema (1.1} y usando la ecuacién (1.3d). defimimos yo - /xy come una
aproximacién a y*. una solucién del problema (1.3) Sea £,  diag{y.). ¥
fe ¥ M. estimadores de los multiplicadores de Lagrange asoriados a la solucion y*
correspondientes a las restricciones (1 3b) y (1.3c) respectivamente La filosofia de
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la Programacian (Cnadratiea Sneesiva sngiere obtener una aproximacién mejorada
de y* de la forma g, + 5. donde & cs la solucidn del subproblema de programacion
cuadritica asociado al método PCS. Finalmente, la aproximacién mejorada de z*
se obtendra de la cenacion (1.3d). 6 de una aproximacién a dicha ecuacidn.

La funcién objetivo del subproblema de programacion cuadratica es

T E.s + %srhcs, {2.1)
donde A, = diag{A.) ¥
Ae=c+ AT pe + nee. (2.2)

Si eseribhimas y = y. + &, entonees la linealizacion dada por la serie de Taylor de
la funcién y? en el punto y. estd dada por

¥ + 2E.s (2.3)
For lo tanto, la linealizacién de Taylor para la restriccidn (1.3b) en el punto y. es

Al + 2K.8) =0 (2.4a)
v 81 x, es un punta factible del problema (1.1) (2 4a) se reduce a

AE s =0 (2.4b)
Sunilarmente, la linealizacion de Taylor para la restriceion (1.3¢) en el punlo y, es

eT(y? 4 2E,s) = 1 (2.5a)
y si z. es factible, (2.5a) se reduce a

el kox =10 (2.5D)

Ahora tenemos todos los ingredientes para presentar el método PCS con va-
riables de holgura al cuadrado para el problema (1.1).

Algoritmo PCS con variables de holgura al cuadrado:

Dado zy > 0, un punto inicial factible, y Ay > 0
Tome 2 ==y

A=y
¥y =T
Repetir hasta obtener convergencia

FE = diag(y)

A = diag(A)

Calcular (8 . n) como un punto de Kuhn Tucker del problema
Minimizar 7 Es + 187 As (2.6a)
sujetoa AEs =0 {2.6b)

eTEs =0 (2.6¢)

&}l <& (2.6d)
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Calcular A = ¢+ AT ji 4 ne (2.7a)
y=y+s (2.7h)
& = y2
FIN

Dos comentarios son importantes a este nivel del trabajo. El primern es sobre
(2.5) , la aproximacidn lineal de la ecnacion (1 3c), y ¢l segundo es sobre una
propiedad indeseable que tienen fi y 9 los multiplicadores de Tagrange en ol
subproblema (2.6).

1. Lalinealizacién (2.5} de la ecuacion (1.3¢), llamada linealizacidn de esealamiento
afin en Morshedi y Tapia (1987), no es del mismo tipo que la nsada por Karmarkar
(1984) en su algoritmo original  Esata aproximacion tambidn pudo usarse aquil y es
posible que dé al algoritmo un mejor comportamiento global; sinembargo, no nos
fué posible incluirla en nuestro andlisis de convergencia local. Este hecho amerita
mas investigacion.

2. Es bien sabido que cuando se usan variables de holgura al cuadrado, si un
multiplicador de Lagrange correspondiente a nma restriceion donde una variable
de holgura al cuadrado haya sido usada toma el valor cero, éste sera cero on todas
las siguientes iteraciones. Por lo tanto, la formula (2.7a) sera incapaz de predecir
correctamente aquellos maltiplicadores que equivocadamente tomen el valor cero
en alguna iteracidn siempre que gt ¥ 7 hayan sido obtenidos del subproblema (2.6).
I'na buena alternativa para salvar este inconveniente podria ser el estimar ji y 7
usando otra forma de estimar multiplicadores diferente a la aqui propuesta, (‘lapia
{1977} presenta y analiza algunas de estas [ormas allernas).

ANALISIS DE CONVERGENCIA

Se sabe que el métoado PCS es equivalente a aplicar el Método de Newton a las
condiciones de Kuhn-Tucker de primer orden para el problema de optimizacidn en
cuestién (ver Tapia (1978)). Analizaremos la convergencia del méiodo presentado
en la seccidn anterior nsando las condiciones de primer orden para los problemas
(1.2)y (1.3) .

Sean p , n y A los multiplicadores de Lagrange correspondientes a las restric-
ciones (1.2b), (1.2¢) y (1.2d) respectivamente. Las condiciones de primer orden
para el prohlema (1.2) las podemos escribir de la signiente forma:

c+ATp+ne—A2=0

Ay=10
Ar=10 (3.1)
eTe=1

= y'.!

donde A = diag()) . Sea (x.,¥., #c, Me, Ac) una aproximacion a (=%, y*, p*, 7, A7),
punto de Kuhn-Tucker para el poblema (1.2) y solucion de (3.1) . Calculos simples
muestran que (Ax, Ay, Ag, Ay, AX} | la correceién dada por el método de Newton,
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eq Ia solucidn del signiente sistema de ecuaciones lineales

0 ] AT e ! Ax c+ Al p. 4.6 — X,
n A, 0 0 K, Ay Ay
A i o0 0o 0 Ap | =— 4: (3.2)
e 0 0 000D An el
I 28, 0 0 0 AN y? -z

donde E. = diag(y.) v A. = diag(},) .

Fon forma similar, sea g ¥ 5 los multiplicadores de Lagrange correspondientes a
las restricciones (1 .3b) v (1 3c) respectivamente. Las condiciones de priner orden
para ¢l problema (1.3) se pneden escribir asi:

diag(y){c+ AT u + ne) =10

Ay =10
eTy' =1 (3.3)
g=y°

Sea (r.,y., He. 1)) una aproximacion dada a («°, ¢, 4", 9") , un punto de Kuhn-
Tucker del problema (1.3) y solucion de (3.3) . Algunos calculos muestran que
(Az, Ay, Ap, Ay, la correccion dada por el método de Newlon, es la solucion del
sistema de ecnaciones lineales

0 diaglc+ A e +n.¢) ATE. y, Ar
0 26, A ] 0 Ay
0 2y! U 0 Ap
il 2E, 0 0 An
(3.4)
E.(e + AT, + nee)
Ayl
vl y. —1
Ve — Ze

donde k. = diug(y.).

Ademas, si g, y A son los multiplicadores de Lagrange correspondientes a las
restricciones (1.1b), (1.1d) y (1.lc) respectivamente, entonces las condiciones de
primer orden para el problema (1.1) se pueden escribir asi

-:‘-|-_.4Tp+1,ir—.l 0
Az - D
ﬁz:lil (3.5)
et r =
r>0
A=0

donde A — diag(A) .
Nuestro primer resultado es sobre la equivalencia de los prohlenias hasta ahora
propuestos y lo expresamos en ¢l siguiente lema.
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Lema 1

(i) Si(z",p", 0", A") es un punto de Kuhn- Tucker para el problema (1.1}, entonces
{x',v’r.t_:_'.;i',r}*.,\‘] es un punto de Kuhn-Tucker para el problema (1.2) y
[x',\fz',p',q*] es un punto de Kuhn-Tucker para el problema (1.3).

(i) 5i(z",y" 4", n") es un punto de Kuhn-Tucker pura el problema (1.3) , en-
tonces (z*, 4", u* . 9", A*) , donde A" = c+ ATu* 4+ 9" es un punio de Kuhn-
Tucker para el problema (1.2) . Si ademds, A* > 0, entonces (z*, pu* n*, A*%)
es también un punto de Kuhn-Tucker para el problema (1.1).

(i) Si(xy4, ¥4 pt4.m4,24), donde por notacién ay — a, + Aa, es la nueva apro-
rimacion a la solucidn del problema (1.2) dada por el método de Newton a
partir de la aprozimacion (., Y, fe, ey Ac) entonces (x4, vy py,04) €5 la
nueva aprozymacion o la solucidn del problema {1.2) duda por el métlodo de
Newton e partir de la aprozimacion (x., ¥, fte, ) -

(iv) Si(z4,v4, p+.74) €5 la nueva aprocanacion a le solucidn del problema (1.5)
dada por el método de Newlon a pariir de la apromimacion (x., e, 4o, 7).
entonces (Xy, Yy, iy N4, Ap) con Ay = c+ ATpu, + e es la nueva apro-
rimacion a la solucidn del problema (1.2} dada por el método de Newton a
partir de la eprozimacion (T, 4., e, e, Ac) .

Demostracionm

Partes (i) y (i1) resultan al comparar los sistemas de ecuaciones lineales (3.1} |
(3.2) ¥ (3.5) . Similarmente, partes (iii) y (iv) resultan de comparar los sistemas
de ecuaciones lineales (3.2) y (3.4) . O

El siguiente teorema es una adaptacion del Teorema 3 dado en Tapia (1980},
recordando que la propiedad de complementariedad estricta se cumple para =%,
una solucién del problema (1.1), si (#*); ¥ (A*); no son amhos cero para todao
i =1,2,. . ,n donde A* es el vector de mmltiplicadores de Lagrange asociado con
las restriceiones de no negatividad (1.1d) .

Teorema 1 Suponga que la secuencia {(yx, Ar)} ha sido gencrada por el algoritmo
PCS con variables de holgura al cuadrado y que converge a (y*, A*) donde z* = y?
es una solucidn del problema (1.1) y A* es el vector de mulliplicadores de Lagrange
asociado a las restricciones de no negatividad (1.1d) . Ademas, supongs que la
propiedad de complementoriedud estricta se cumple para x* |

(i) Silimg (), =0, entonces lu ralu de convergencia es g-superlineal |

(i) Silimg (M), =0, entonces la rata de convergencia es g superiineal |

Demostracion

Por el Lema (3.1), podemos asumir que cada iteracion es calculada usando (3.2).
Sin perdida de generalidad, supongamos gue mnguna de las variables converge en
un numero finito de pasos . La segunda ecuacion en (3.2) se puede escribir como
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Ay +Ay)+ EAA=D (3.6

omo A. v R son malrices di ales, no singulare ademas AZ'A, = e,
Como A, y F, son mairices diagonales, no singulares y ademas AZTA £
podemos eserilar (3.6) asi

Fo My + A+ A A+ AN = e (37

Ambas partes (1) ¥ (1) , son consecuencia directa de (3.7) ¥ la propiedad de

complementariedad estricta . 11

Teorema 2 Sea (2, p" . y" A"} un panio de Kubn-wcker purs el problema (1.1)
(solucion de (3.5)). Suponge que

(1) La prepiedad de complementariedad estricte se cumple para x° .
(i1} La matriz [AT €] es de rango completo,

Entonces egaste ¢ > 0 tal que s (20, A0) > U g || (wo. o) — (2™ A%) ||< € la
secuencia {(Fp, yp, gt Ar)l) generada por el alyoritme PCS con variables de
halgura al ceadrado converge g-cuadraticamente a (»7, VG", T LAY

Demuostracion

Condiciones (1) y (11} garantizan que la malne del sistema (3.2) es no-singular
para todo punto en una vecindad de (&7, ﬁ-.,u', 7', A") . Es claro que nuestro
algoritmo, bajo los supuestos del presente teorema, se reduce al mélodo de Newton
definido por (1.2}, seguido por algunas modificaciones, bs posible demostrar que
dichas modificaciones no destruven la rata de convergencia del mélodo de Newton
la cual es g-cuadratica . 1
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