55

FUNCIONALES NO COMPACTAS Y PUNTOS
CRITICOS

G. Gareda, J.R. Quntero , C. Rodrigucz
Departamento de Matemdticas
Universidad del Valle

HIl. Gomez

Departumento de Matemdticas
Universidad de los Andes

Resumen

En este articulo se explica nna idea que puede conducir a la extension
a funcionales no compactas del resultado clasico de Lyusternik-Snir ‘clman
sobie el nidmero minimo de puntos eriticos de funcionales pares en dimensién
finita. La extension es wnportante porque algunax funcionales en problemas
mteresantes de Ja geometria o de la fisica matematica carecen de compacidad.,
Palabras claves:

Condicidn Palais-Smale, ecuaciones semilineales elipticas, exponente cri-
tico de Sabolev, métodos variacionales, tearia de Lyusternik-Snir “clman

INTRODUCCION

Consideremos la funcién cuadratica f: 2 — 27 Az, asociada a la matriz (n 4 1) x

(n + 1) simétrica real A.

Los valores propios Ag < A} < -+« € X, de A se pueden caracterizar variacional-

mente asi ;

§one 0§ 3 .
i s,"e'fa. max J(z),

donde A; es la familia de esferas i-dimensionales en S” | el conjunto de los z ¢ /1!

con Tz =1,

Los valores A; son valores criticos de f restringida a S, por ejemplo, A
minyes« f(2) y A, = max,es~ f(z) .



56 G. GARCIA, H. GOMEZ, J. QUINTERO, C. RODRIGULZ

El teorema de Lynsternik Snir‘elman [D-F-N] da una hermosa generalizacién de
este resnltado:

Toda funcién f : R**' — R par de clase G restringida al borde de cualquicr
dominia I convexo y simétrica | tiene al menos (n | 1) puntos criticos.

La funcién f es par cuando f(—=z) = f(z), y D es simétrico cnando z € [ implica
—-r € D.

Ademas el resultado caracteriza variacionalmente los valores criticos asi ¢

En este caso I'; es una familia especial de subconjuntos compactos simétricos de
¥ el borde de D.

En este articulo estudiaremos la extension de este resultado a dimension infinita.
El problema que hemos escogido es de interés en ecuaciones en derivadas parciales,
en geometria diferencial y en fisica matematica [B-N].

El trabajo de Rabinowitz [Ra] muestra que el teorema de Lyusternik-Snir “elinan
puede generalizarse a dimension infinita cuando las funcionales son compactas en
el sentido Palais-Smale (ver la definicién mas adelante).

El problema que nos interesa involucra funcionales no compactas. bs necesario
unaginar, pues, olras técnicas. Este articulo explora una combinacion del trabajo
del Rabinowilz y del método de Yamabe [Ya). Las dificultades que hemos encon-
trado no son triviales, pero las que hemos superado nos indican que también en el
caso estudiado un teorema tipo Lyusternik-Snir “elman debe tenerse.

Antes de entrar a la formulacion precisa del problema es importante senalar que,
con la identidad de Pohézaev [Po], puede darse un ejemplo de que en dimensién
infinita no todos los puntos criticos predichos por el teorema de Lyusternik-Snir “el-
man existen ; esto indica que las dificultades del problema planteado son reales y
muy interesantes.

PRELIMINARES

Sea 2 C R", n > 3, un dominio acotado con frontera 952 suave. Sea p > 1, L,(02)
denota el espacio de Banach Real de las funciones p-integrables sobre Q con la

norma i
i = ( i Ifl”dr) ’

H}{() denota el completado de C§°(f2) con respecto a la norma

|ul0 =|Vul2,
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inducida por el producto escalar
< U v > h1 / Ju  Jvdr .
* Ja
Sea In x,q : H}(2) — R la [uncional definida por:

1 1
Iy aq(n) = 2(| v “|§ '\|“|g) E‘"IZ-

funcional In » ¢ estd bien definida. El nimero 2* = ;28 es llamado el exponente
critico de Sobolev. Por otro lado, se tiene

Cuando 2 < ¢ < 2", el leorema de encaje de Sébolev (ver [Br]) garantiza que la

Teorema 1 5i 2 < ¢ < 2*, entonces I, € C'(HIQ),R) y

<Thy (06> = jn (V- V6 — Aug — |ul?"u - $)dz

= /( Au - Au— |ul!"%u) - ¢dz , ¢ € HY(N).
i

Para la demostracién ver [Ra).

De este resultado es claro que ug es un punto critico de I, ¢ 5i y s6lo si up es una
solucién déhil del problema

—Au= A+ |u|'"%u sobre Q (1
=0 en 9Q ), x.q

Cuando §! = R", la condicién de frontera se reemplaza por: u(z) — 0 cuando
jz] = oo.

2.2 Observacion.

Sea 1y un punto critico de Iq ) 4, entonces

1 1
Inpg(un) = '2'(| 7 uol3 — Aug[3) — EIHUI;

l & l l
= gl wol3 — Aluol3 — |uol§) + (5 - ;) [uol}

L1
= (3-¢) et

Por lo tanto, en todo punto eritico In ) o(tuo) > 0 . Ademas si Inx ¢(uo) > 0, uo
es un punto critico no trivial.
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La siguiente condicion de compacidad de Palais-Smale (PS) es util en el estudio
de puntos criticos en dimension infinita.

2.3 Definicion

Sea K un espacio de Banach Real, una funcional ¢ € C'(E, R) satisface la condicidén
de Palais-Smale (PS),

s1 cualquier sucesion {u,,} C E para la cual

{e(ttpm)men €8 acotada en Ry @' (up,) = 0 (fuertemente) en (E)*

posee una subsucesion que converye fuerlemente en E,

Teorema 2 Si2 < ¢ < 2%, entonces Iy 5 o satisface (PS). Siq = 2%, no satisface

(PS).

(Una prueba puede encontrarse en [Ra] y [G-G-Q-R1].

La compacidad de la funcional In 4, cuando 2 < ¢ < 2% | es consecuencia
del teorema de encaje de Sobolev que asegura la compacidad de la inclusion
i HY(82) — Ly(R2). En el caso ¢ = 2% la inclusién es solo continua,
Consideremos el nimero

§ = af 'V"'lg-‘su‘(n V£ 0
§ = T, (V€ o) v# 0, .

la mejor constante de Séholev para la inclusién de HJ}(€2) en Lj-(§2). Entonces,

o S existe, es independiente de Q2 y depende sdlo de n.
® S no se alcanza si 2 es un dominio acotado.

e Paracadar>0y»; € R",

S e | V U"-zo Ig
_— -———T—,
|Ur|;|;u Igv
donde,
() ) e
(% + lle = wol?)"**
Més aiin, tales funciones son soluciones del problema (1)g~ 4 5. ¥, por lo tanto.

Urzo(z) = (0.1)

1
IH.'.O.:'(Ur.:u) = ;‘_Snli ;

A pesar del resultado negativo del teorema 2 es posible obtener compacidad local
en el sentido (PS). En efecto,
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Teorema 3 I\ 3+ satisface la condicion (PS) en el siguiente sentido. Para
cada sucesion {u,} C H}(N) tal que In 2+ — c , donde ¢ < (1/n)S™/? | y
I x ae(um) = 0 en (H})" eziste una subsucesion que comverge fuertemente en

).

Esto fue probado en [B- NJ.

LA IDEA PRINCIPAL

Se conjetura que In ) 7+ tiene infinitos puntos criticos. De modo que el resultado
de Lyusternik-Snir ‘elman es valido en este caso no compacto. Dicho de otra
manera:; la ecuacién semilineal elfptica en el exponente critico (1)n x, tendria
imfinitas soluciones débiles y, por regularidad, infinitas soluciones clasicas. Se
resolveria asi un interesante y dificil problema abierto en ecuaciones en derivadas
parciales.

Algunos Resultados Parciales

A continuacién deseribimos la caracterizacidn variacional de los valores criticos de
la funcional I, , segin [Ra).

Sean ¢y, ¢y, .. ¥ A, Az, ... las funciones propias y valores propios de —A, respee-
tivamente, y ky = min{s : X < A,}.

Supongzunos que V=< ¢l}¢2| ‘. '¢hn——l > para m 2 “'U.- Eﬂl =< £}, €3,...,6m >
donde

€

¢i ) 1 S i (_< ku 1
Pi ko S i S m

Con p,(r) = Uy, () 1 2.(2) , ¥ 0.z, €8 una funcién de ||z — »,|| continua a trozos

no creciente tal que: n; . (2) =1, 2 € B, (i) ; 9is(2)=0,2C Q- By, (2;);

0<nz <lenQ;|Uni.l< —p'—_ ;¥ B, ,NBy,, = Benandoi # j. Adicionalmente

r<po,pi=,yri=qg.
Sea
Gm = {H € C(D,,,E) : h es impar, H = id sobre 3BgR _NE} ,
donde R,, = R(E,.) y Do = BR_ NE,. Consideremos el conjunto de valores de

minimax

e = inf maxI(u), 7> kg,
CM Ber, veB (u) , 7> ko

donde I'; = {H(D,\Y) : H € Gm,m > j,Y €L,9(Y) < m—j} , v es el género
de Krasnoselski y T es la familia de subconjuntos cerrados simétricos de £\ {0}.
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Cuando ¢ < 2* en [Ra] [G G Q R1] se demuestra que los mimeros (|, j > ky,
son valores criticos de la funcional Ig , o Mas ain,

lim €, = 400

j—o0
El anterior hecho implica que el problema (1) 5 ., posee infinitas soluciones no
triviales en Hi(Q). Para q = 2* y j > ky se prucha que los (7 4= son valores
criticos de Ty 2-. Sin embargo, no se sabe si,
im ;2. = +00.
—00

> ¢
El siguiente estunativo es unportante para probar que la solucion asociada con

Cj 2+ €8 no trivial.

Teorema 4 Sin 2 5, j > ko. Entonces

W= ko + )82

(_zj.')‘ ~

n
FPrimero probaremos el siguente

Lema 1 Sin > 5, existe po > 0 tal que para r < pq

l
sup Iaa2(v) < —gn/?
vew(r) B

donde, wy(r) = {v € HYQ) = n=h+ Y _ tis(z), heV, 1, € R}, v, =
Citko+l = Pitko—1-

Demostracion del Lema.

Sea Ex(v) = | ¢ v]2 — Alv)2. Un céalculo simple muestra que:

nf2
max I a2 (1v) = L |dE()

ara cada v € H Q). v # 0.
tER n I"’ g. p 0( ) #

Por lo tanto, solo es necesario estimar
sup{E(v) : v € uy(r), |u|s= = 1}.

Parav=h+ }:i_, Ui, |v|2- =1, h € V, se tiene que

i i
E(v) = F(h) + Y ;F(t) +( Q)Et;[/(m.) b AR
i=1 i=1 i
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Ademas como los 1; son acotados independientemente de r, tenemos que

{
F(h) 3 6E() + Calhlar™F o}

I'.(I.') <
1=1
5 !
E(e) < (A= Nh3 4+ Colhlor 7 pa+ A Z ea?
i-1

donde

A= max |‘[ J c B = |dilee ¥y A = max{A, A, < AL
20

I'or otra parte,

Z’J Il = Z”'ﬂ.ﬁ"' STHG) L S = O

Tesl
Alora,
‘ ' <> s
9 40 N nev _gw ] 2/2
ninx {Zr;ﬂ; § Lt; d? <1+ f(r)} — I(_-i-fjl;(/-;l)-__
=1 i=1
= P+ frpH*
< (L f(r).
IJH(‘JSIL
o & z =2 "
E(e) < (A= M)|h|2 + Calh|or™5 p2 4+ P01+ f(r)A
Como '

EW‘:] b [4]
|k' |4 |3
Entonces de la estimativa de [Ls,(4.7), p.639],

A= max para algin 1 < 3 <.

E[y
‘,[";] < 8§} Cr=2p2=" _ ACrl.
s 3

Se deduce gue:

A
/

AL+ J(r) € (S+Crm 2yt A(“,z)( +C'r ..n))

S +( r_lu_J»Tl.{.. J = 2 ﬁ 2 —‘(:"1‘2.

Sea B(h,r,C) (A=)} + Clhlar 3" p3 | eutonces

- b
C'!‘" 2 /‘A

B(}Il‘l', (') S 0 & n(h.\‘l',(.-‘) :\: ﬁ-
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Reemplazando, se tiene que

C2rn 2 :
E(v) < (‘*”\’_,\‘;’0 § 12n (9‘+( v O 207 - 41}(-'#).

Definamos h(py) = 5%—;—;)-“1 +Cr” T +Cr-2p ""7 %,(,-'r"’.

Si tomamos r = p,7,/2. Entonces h(pg) < 00 cuando py — 0. De donde,

sup{E(v) : v € wi(r), |v|2e = 1} < 1”785 + h(po)

max{la 2 (v) 1 v € w(r)} < ’11(1"’/".8‘)"1'2 = :}.‘»‘"“
Demostracion del Teorema

En la definicién de (75 3- tomamos H =idp_ € Gy, m =3, Y = ¢,y E,, = wy(r).
Comoj=m=ky - 141l oscal=j ky+1tenemos que,

max In_,\';_u(!*) < - S kg + lS"/Q
E n

j_kn+lsnl2

a0 <
YLy =

Por otro lado,

Lema 2 Sea By = BrNEy ., donde Eim es el subespacio generado por Choi- -1 Cm-
SiACBLy 7(4) > 1, entonces

max E) (u) > R*1*/"T.
uE A o

donde T' = min {l%ﬁf) thg < k< m}.

Demostraciéon

Obsérvese primero que

52!
b
=
S
I

()

ko

m

= z Fleg)ui
ko
T

E( l. 2
= Zl "klf’k|r
T E wllew|?. .

k=kg

IV
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Ahora aplicando los multiplicadores de Lagrange calculamos los valores criticos de
la funcion f(uy, ..., up) = Z;c";,m i |ex|3. sujeta a la restriceién E'k":ko ufleglt. =

9
-

R® . Eslos, ordenados de menor a mayor son:
R? < 2/PR* < oo < (= ko)”/"R” < (m — ko + 1)2/"R2.

Por el teorema clasico de Lyusternik-Snir “elian sabemos que f tiene al menos
(m — kg + 1) puntos criticos, cuyos valores criticos estan caraclerizados asi

C1 Gy < -+ < Crzpos1,

donde,

Cy = imf max f(u).
d ¥(A)25 ucA f( )

Por lo tanto, si 4(A) > 1
R*1%/™ < max f(u),
ugA

de lo que se deduce el lema.
Lema 3 Bajo la hipotesis del lema 2,

max{7(tu) 1t € R,u e A} > .1_'1'"/2
n

Demostracidn.

Del lema anterior se tiene que

i LT LEENTY o B
max{I(tu) :{ € R,u € A} = [l&aﬁ( (E—g?)] > ;1 5

Ademas, si B € I';, entonces B - H(b:\f’) para algin m 2> ko, y(Y)<m—jy
H en Gy. Como H|pp,, = id, tenemos que BN By D ABL Y ; por propiedades
del género de Krasnoselski, Y(BNOBR) > m ko +1—(m—j) > j—ky+ 1
Entonces por los lemas anteriores,

max{E(u) i u € BNIBRY > R*(j — ko + 1)/"'T .

Problemas Abiertos y Conclusiones

En el camino eshozado para obtener infinitos valores criticos de In s 2+ © equiva-
lentemente, infinitas soluciones del problema (1)g ) 2+, surgen algunos problemas
naturales.

Problema No. 1
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St max{¥(u) ue BOI)B'R} > R*(j = ko + 1)*/"T. Entonces

j — ko + 1
max Iq ) oe (u) 2 (2——0—1T"/2.
ueB n
Nétese que una respuesta afirmativa del problema, junto con la definicion de T
y la estimativa del teorema 4, implicarian que el estimativo (L) 7™/2 controla el
término negativo. Por lo tanto, obtenemos la desigualdad

s G U = ko) gn/a
i, S

De ser asi ¢l comporlamiento de los valores criticos de las funcionales I ) 4 con
2 < ¢ < 2* se puede observar en la gréfica siguiente:

ol !i-—‘:o{-_‘) o
Cik \ R R R AR T = S%
T~ o o
B Gk e o ("7'.j (,j“kulﬁl'é
i ——

\ T re—— (‘J‘ ko+1 1 S%
o : o o e e e e A A S =
\‘\QQ-% e
= 1w
q 2

De hecho, cuando j = kg se prueba que

0< Cryoe < — /3
n

Vease [B N] o [G G Q-R2J.
Problema No. 2

Los puntos criticos vy, ., de la funcional Ip. .. de la proposicién 2.1 en [St],
pueden elegirse en la familia de las funciones positivas

En caso afirmativo, el resultado de Struwe, se simplilica de la signiente forma:

Sean>3,¢c€R, y{vm)C H} es una sucesion tal que,

Inaaz(tm) ¢ ¥ Tana(vm) =0 en(Hg). (0.2)



REVISTA DE CIENCIAS - Diciembre 1990 65

Entonces ezisten una solucion vg de (1)a a2+, k > 0 y una subsucesion
{vm:} tales que

Mt —+ 1y déhilmente en Hy(Q)

k
Taa e (0me) = Iga 20 (vo) + ;S"“.

Si el dominio 2 es una hola y 0 < XA < A, donde )\, es el primer valor propio de
—A (Laplaciano). Fl resultado es cierto (Ver [CSS]).

Ademds, si (vy,) satisface (32) ¥ Jypze(vm) — c con ¢ & {£57/2k € \N)
entonees, Iy y +(vy) > 0. Por 2.2 | ohtenemos un punto critico no trivial.

Por otro lado |, de la solucion afirmativa de los problemas No.1, No.2, se deduciria

Si j > ko y n > 5, existen soluciones no triviales U 2+ de (1) 2+ y k; entero no
negativo tales que

k‘
Cjpr = Iaro(Ujo-) + —"‘LS"/"’.

Mas aidn, en [G-G Q R2] usando la téenica del método de Yamabe se demuestra
que:
Sij=koyn>h. U, 4= Uz enando g — 2° y kg, = 0. Ademas,

Cro2s = Inaa2- (Ui 2-) = ql_ij‘;. Taxg(Us )

Nuestro iltimo problema, basado en lo anterior es:

Problema No. 3

Sij > ko yn>5entonces U, = Uj 2 cuando g — 2% y k; = 0.
Este resultado unplicaria que:

lim In 2+ (Uj2e) = 4o0.

j—(l:

Y, por lo tanto, que el problema (1)a ) 2+ posee infinitas soluciones.
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