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Resumen. Sea & una curva cerrada inmersa en £ 51 s es el panelo logatud de areo, Hansaemos
tangente indicatrix o tantre, alacurva T = & Demostranos e @sle noba gue cada curva cemads
& de clase ¢ inmersa en un elipsoide Bens un par de tangentes paralelas. Para ello demostramos

primera que la eurvanira geodésica rotal de 1a rantrix es cero, y $i ¢sti encajada, entoneces divide a 5
en dos componentss de igual wes.

Palabras ¥ frases claves. Lazo oblicuo, esfern, curvatum geodésica, tnmersidn, antnx

Abstract. Let & be o closed immersed curve in B and Tt s denotes its arcleng b parameter. Wi will

call the tangent indicatnx or tantrix to the ciarve T 5= o L tlus note we will prove that for gvery
closed C*-ourve irmrmersed inan cllipsoid, there rst exist a pair of points inthe curve with parallel
tangent Lines. In orden to prove tus resull, we will st prove thal the lotal gesdesie survature of the
tantrax of this eurve 15 7ero. and therefore in the case that this tanimix 18 an embedding, then 1t must
divide & 1n two components with e sane aiea
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Introduccion.

Un lazo oblicuo es una curva cerrada mmmersa en /27 s lineas tangentes
paralelas. En el ano 1966, H. Steinhaus conjeturd la no existencia de lazos
oblicuos en R'. En el afto 1968 B. Segre ' demuesira que la conjelura es
falsa en R* pero verdadera sobre elipsondes v paraboloides. Estos resultados
fueron recientemente extendidos v refinados por M. Ghomm v B. Solomon
1 Ellos determinaron que no existen lazos ohheuos sobre superlicies
cuadricas con un punto de curvatura positiva. Presentamos las wdeas de
Ghomi v Solomaon en el caso particular del elipsoide.

la primera secciom estd dedicada a los preliminares geométricos. en la
segundasecceion demostramos lres lemas [undamentales para lazos inmersos
en &; la tercera secaion corresponde al resultado principal.
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1. Preliminares geometricos

Tnafuncidn ¢: 5% = §% es unainmers on de la circunferencia en la esfera

: d A S
s1 y s6le &1 para tode 8 € R ce tiene IEG(E'Hj = 0 Esta condicion
garantiza que |a rurva en S9no tiene esquinas o cuspides, aunque st puede

intersecarse a §{ misma. Si ademés o0:5' = 5° ¢5s un homeomorfismo

(dmdo-a{ji} latepologiainducida por (§%)), diremos que o es un encaje

Latantnx T de una de tales inmersiones ¢, de clase C¥ parametnzada por

do
longitud de arco es T == —— . Latantrix de unlaze esunacurvacerradaen

ds

52 Obsérvese que si @ es un lazo oblicue entonces T es un encaje y no
contene puntos antpodales.

: S 3 3
Eecordemos que una transform acién afin esuna aplicacionT: R® — R de

laforma T{X) = AX 4 B, donde & esunamatriz de orden 323y B &5 un

vector calumna 3x1.

Lemal.l.Lastransformaciones afines biyechvas conservan lazos oblicuos

Demaostracién
Sea ¢ un laze oblicue en K% Supongamos  que

B(t) = T(e{t)) = Ae(t) + Besunlazono oblicue. Existen entonces &,
5, Atales que f(t) = AB (s). Por lo tanto, Ad (t) = Add(s). es
decir @ (t} = Ag(s), lo que contradice lo supuesta.

Lemal.2. 5 Tes latantnx de un C?azo ¢, mmerso en Ry |¢ ()] = 1,
entonces |7 | > L.
Demaostracian.

14 . 1, . ] .
0= ;E(lﬂl-)=;{w'g+za'a:1""""‘1“'3dﬂﬁigualdﬂd de Cauchy -

Schwartz
2| =itllogl= |F ol =1
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Curvatura Geodésica y Gauss Bunnet
La curvatura geodésica de una C%-curva sobre una supetficie S

parametrizada por longitud de arco esta dadapor ks = & - (7 x &),
donde 7] esuna aplicacién de Gauss. 51 5 © S%s una superficie con

borde dSsuave, entonces del tecrema de Gauss-Bonnet se tiene

area LS) = 27 — __,EM kgds La integra.l Jac; kg ds es lamada curvatura

geodesica total

2. Curvas sobre S

El siguiente lema es consecuenciainmediata del lema | 2

Lema2.l. Latantnx 7 de unacurva ¢ inmersa dz clase C7 sobre 57
tam bifn ez una curva inmersa en 5S¢,

Lema 2.2. Sea ¢ una C# curva inmersa en 52 St parametnzamos 7 por
longitud de arco, entonces

(221)T= kev — T, cdondev= X ©
(222)y = —kgt

Dem ostracidn.
f1.7 ,v}formaunabase onentada d= A%y {1 ,v} forma una base del
espacio tangente a 52 en T {£].

ok <17
i-i=-—li"=0
zdrl |

a* M V. : a 1 4% .
mmc:;{f' T)=2F-t+ 2T -Tsetienei - T = E;;‘;UIEZ}— l£]*=-1,

por lo tanto

T={(t )+ (T-v)+ (T v)v= —t + kgvpara obtener la
segunda 1gualdad derivamoz v

v= X1+ rxizrk(kgv—r} =k {TXv) = — kgt
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Lema2.3. Sean oy Tcomo en el lema 2.2 Si ¢esel angulo entre 0 §

—+t entonces
(237)0 = —cosg(t)T + seng{t)v(t)
(232)0 = (¢ — ke)(sengt + cospyv) {1 cospr

donde tes el parametro longitud de arco para T

Demnstracion.

Claramente - T= 0 Deladefinicidnde ¢, o @ = —cos@(t)y
a-v = o-{x)=0Hx)=lx-4)1=lcx Ao =sxnpl) Al rcemplazar
enladescompesicion e = {a- 1)t {4 {o- 7)t + (0 -v]vscllegaala
relacidn (2.5.1).

Para demostrar (2 3 2) denvamos (2.3.1)
a = ghsengi + cosgpT + éconﬁv-@senqﬁ(—ky‘f)

de esta extpresidn v el lema 2.2 se deduce Facilmente (2 5 2)

3. Inexistencia de lazos ohlhicuos sobre ehpsoides
El stgmente lema es fundamental para demostrar lano exustencia de lazos

oblicuos sobre elipsordes

Lema3.l.Latantnx de un O aze inmersa en S4tiene curvatura

geodesica cero, v 51 esta encajada acota un arca de 2m

Demostracion.

Sea s el parametra longitud de arco para & S1f es el paramebro longiiud

5 |dTr i fo o
de arco para T, entonces t(s} = .L.-; af (ﬁjl df, por 1o tanto '(s) = L;

- s . ) gy 1
Dellema 1.2 ‘E-J = 1. Por eltearermna de la funcidninversa Tt

de de ds &r . de

Y = s = T rsdecir_—esparalelo a T,y delaidentidad (2.3.2)

se deduce y¢ = &g
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esunacurva cerrada, por lo tanto existe un perfodo L tal que
- : . =1 £ i
0 = o(L) — ¢(0) = [ odr = lkde=[ kv
51 ademas 7 es un encaje, del t2orema de Gauss Bonnet, @1 S es laregidn

acotada por ¢ entonces area {5} = 2r  f ke = Im,
Teorema princip al. INo existen luz os oblicuos de clase (C* sobre 52

Dem ostracion
Jea o un lazo oblicuo de clase U7 sobre 57 con tantrix T = 4 (5).De la

definicion de lazo oblicue Ty “Tson laves encajados s miersecciones
sobre 51 Por el lema 3.1 Ty "1 dividen a 5 en superficies de igual drea
Evidentemente las dos propesiciones ne pueden ser ciertas, por lo tante noe
existen lazas ablicuas sobre 59

Corolarie. Nao extsten lazes ablicuos C° sobre elipsordes.

Dem ostracion.
Todo elipseide es una transformacion afin de una esfera Por lo tanto el

resultado se deduce del lema | | v del trorema princpal
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