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Resumen

Una funcién multivaluada de un conjunto X en un conjunto Y es una relacién f C X X Y.
Denotaremos por f (z) al conjunto de los y € Y tales que (z,y) € f. Una funcién monovaluada de un
conjunto X en un conjunto Y es una relacién f C X XY tal que (z,y) € fy (:1:, y/) € f implicay = v'.
Si f es una funcién multivaluada, es posible que f(x) sea el conjunto vacio. Si X y Y son espacios
topoldgicos, definiremos topologias adecuadas en el conjunto de partes de Y, las llamadas topologias
de la semicontinuidad superior e inferior. El propdsito de este articulo es estudiar la continuidad de
las funciones multivaluadas de X en Y, considerando en el conjunto de partes de Y las topologias
anteriormente mencionadas.

Palabras Claves: Funcin multivaluada, Topologas de la Semicontinuidad Superior e Inferior.

Abstract

Multivalued function from a set X into a set Y is a relation f C X x Y. We denote by f (z)
the set of those y € Y such that (z,y) € f. A singlevalued function from a set X into a set Y is a
relation f C X X Y such that (z,y) € f and (m, y’) € f implies y = y'. If f is a multivalued function,
it is posible that f (z) be the null set. If X and Y are topological spaces, we define apropiate topologies
in the set of parts of Y, the so called upper and lower semicontinuos topologies. The purpose of this
article is to study the continuity of multivalued functions from X into Y, considering in the set of
parts of Y the above mentioned topologies.

Keywords: Multivalued function, upper and lower semicontinuos topologies.

1 Introduccion

Si X y Y son conjuntos no vacios, una funcion multivaluada de X en Y es una
relacion f C X xY. Escribiremos f : X — Y para indicar que f es una funcién mul-
tivaluada del conjunto X en el conjunto Y. El conjunto f (x) ={y € Y : (x,y) € f}
es la imagen de x. Es posible que f (z) = ¢. Las funciones monovaluadas (funciones
tradicionales o funciones simplemente) de X en Y son aquellas tales que f (x) # ¢
para todo € X y f(z) consta de un sélo elemento. Una funcién multivaluada
f:X — Y induce una funcién f : X — P (Y') definida por ]/”\(a:) = f(x). En lo
que sigue identificaremos a f C X x Y con la funcién f
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Si f: X — Y es una funcion monovaluada, entonces g : Y — X definida por

g(y) ={x € X : f(x) =y} es una funcién multivaluada denotada por g = f~!y

llamada funcion inversa de f. Por ejemplo, si f: R — R es la funcién f (z) = 22,

entonces f~! (y) = {\/g, —\/37} siy>0y f~l(y)=¢siy<0;sif(x)=sen(x),
entonces sen~ ! (y) es el conjunto de soluciones de la ecuacién sen (z) = y. Si
ly| < 1y a es una solucién particular entonces sen™t (y) = {a+2n7r:n€Z} y
sen~! (y) = ¢ si ly| > 1. Estos ejemplos son importantes, pues marcan el comienzo
del estudio de las funciones multivaluadas. Una de las preguntas que se formulan es
la que tiene que ver con la continuidad de la funcién inversa f~! si f es continua.
Esta pregunta remite al tema de la estabilidad en el sentido de Hadamard de las
soluciones de la ecuacion f (z) =y, donde y es un dato numérico en un problema
concreto. La continuidad es una manera de expresar que las soluciones de una
ecuaciéon varian muy poco ante pequenos cambios o perturbaciones de un conjun-
to de datos relativos al funcionamiento de un sistema. (Ver Aubin y Frankowska[1])

Precisamente, uno de los objetivos de este articulo es mostrar dos procedimien-
tos que se han seguido para definir el concepto de continuidad de una funcién
multivaluada f: X — Y cuando estos conjuntos son espacios topolégicos. El pro-
cedimiento seguido por Aubin y Frankowska en [1] es directo. Definen estos autores
la semicontinuidad inferior y la semicontinuidad superior de f sin definir topologias
en ‘P (Y). El procedimiento seguido por Michael en [5] es indirecto. En un apéndice,
al final, define las topologias llamadas por él upper and lower semifinite topologies
y define la continuidad inferior y superior en términos de dichas topologias. Muy
someramente relaciona estas definiciones indirectas de continuidad con las defini-
ciones directas tradicionales.

El interés por las funciones multivaluadas cayé en desuso durante la primera mi-
tad del siglo X X, pero el interés se reactivé con el libro de C. Berge [2]. A ello se
agregd el auge de las aplicaciones del analisis diferencial e integral de las funciones
multivaluadas a una gran variedad de problemas en la teoria de la optimizacion,
el calculo de variaciones y andlisis convexo.

El primer procedimiento en [1] se basa en las definiciones siguientes: Sean X y
Y espacios topolégicos y f : X — Y una funcién multivaluada. Esta funcién es
semicontinua superiormente en a € X si para todo conjunto abierto W DO f (a)
existe una vecindad abierta V' de a tal que f (x) C W para todo x € V. Es semicon-
tinua superiormente si lo es en cada punto a € X. Es semicontinua inferiormente
en a € X si para todo abierto W en Y tal que f (z) NW # ¢, existe una vecindad
abierta V de a tal que f(x) N W # ¢ para todo z € V. Es semicontinua inferi-
ormente si lo es en cada punto a € X. Resaltamos que el procedimiento directo
para el tratamiento de la continuidad de las funciones multivaluadas fué asumido
de una manera sistematica por C. Berge en [2].

El segundo procedimiento realizado en [5] muy esqueméticamente en un apéndice,
se basa en las definiciones de las topologias ¢* y o, en B (Y). Si (T;7) es un
espacio topoldgico, la o*-topologia en B (T'), llamada topologia superior, es aque-
lla que tiene como base de abiertos la coleccion {A* : A € ab (1)}, donde A* es
la coleccion de todos los subconjuntos del conjunto abierto A. La o.-topologia en
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B (T)—{¢}, lamada topologia inferior, es aquella que tiene como subbase la colec-
cion {A,: A€ ab(r)}, donde A, es la coleccién de todos los subconjuntos de T
que interceptan al conjunto A. Es claro que una base de abiertos de la topologia o,
es la coleccion de todos los subconjuntos de 1" que interceptan simultaneamente a
cada conjunto abierto de una coleccién finita {A; : 1 < k < n} de abiertos. Cono-
cidas estas topologias, sean (X; ) y (Y; ) espacios topolégicos y f: X — Y una
funcién multivaluada. Esta funcién es o*-continua si f : X — P (Y) es (a;0%)-
continua y es o, -continua si f : X — B (Y) es (a; 04)-continua. Es continua si lo
es respecto a cada una de las topologias c* y o,.

Asumiremos el segundo punto de vista indirecto en este articulo. Demostraremos
que estos dos procedimientos son equivalentes: una funciéon multivaluada es semi-
continua superiormente si y sélo si es o*-continua y es semicontinua inferiormente
si y sélo si es o,-continua. Es claro que para las funciones monovaluadas estos dos
conceptos de continuidad son equivalentes al concepto usual de continuidad.

Desde el punto de vista préctico, si (T; 7) es un espacio topolégico, el conjunto de
partes 3 (T') puede ser muy grande y por ello conviene restringir las topologias o*
y 0« ala coleccion € (T') de los subconjuntos cerrados de 7. Evitaremos el conjunto
vacio y escribiremos € (T) = € (T') —{¢}. Las restricciones de las topologfas o* y o,
o (T') dan origen, respectivamente, a las topologias v* llamada topologia superior
de Vietoris y v, llamada topologia inferior de Vietoris, las cuales fueron introduci-
das por L. Vietoris en [7]. En este contexto es posible demostrar algunos teoremas

especiales. Por ejemplo, si T' es un espacio de Tychonov, entonces (E: (T) ;0*)

es un espacio topoldgico compacto. De especial importancia en este contexto son
las funciones usco. Si X y Y son espacios topoldgicos, una funcién multivaluada
f: X =Y es una funcién usco si es semicontinua superiormente (o*-continua) y
f (z) es compacto para todo z € X. Se demostrard que si X es un espacio de Baire
y Y es un espacio métrico, entonces f es monovaluada en un conjunto residual.

2 La topologia superior ¢* en B (X)

Si E es un conjunto, una subbase de vecindades en E es una funcién 7 que
asigna a cada x € E una coleccién 7 (x) de subconjuntos de E (vecindades bésicas
de ) que satisface las propiedades siguientes:

vecl SiT € 7 (x), entonces x € T
vec2 Si Ty y Ts € 7 (x), entonces existe un 7' € 7 (z) tal que Ty N Ty D T.

vec3 Toda T € 7 (x) contiene una vecindad W € 7 (x) que es un conjunto 7-
abierto. Es decir, para todo y € W, existe un U € 7 (y) tal que U C W.

Una topologia en E es una funcién x — 7 (x) de E en B (F) que satisface las
condiciones que hemos enumerado. Un subconjunto V' de E es una vecindad de x
si contiene a una vecindad bésica T' € 7 (z). Un subconjunto A de E es T-abierto
si para todo a € A existe una vecindad V de a tal que V' C A. Un subconjunto C
de E es T-cerrado si para todo x € C° (complemento de C') existe una vecindad
W e T (x) tal que WNC = ¢.
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Una base de vecindades en el conjunto E es una funcién = — 7 () que satis-

. . . /
face los axiomas vecl, vec2 y vec3 enumerados anteriormente y el axioma (vec2)
siguiente:

(vec2) Si Ty y Ty € 7 (), entonces Ty N Ty € T ().

Toda base de vecindades es una subbase.

Sea (X;7) un espacio topolégico y B (X) la coleccién de todos los subconjun-
tos de X. Para cada conjunto A de X denotaremos por A* a la coleccién de todos
los subconjuntos de A. Es decir: A* ={T e P(X): T C X}.

Proposicién 2.1. Si A y B son subconjuntos de X, entonces (AN B)" = A*NB*.

Demostracion. SiT € (AN B)*, entonces T C ANB yportantoT C Ay T C B,
es decir, T' € A* N B*. Esta argumentacion es reversible, asi que si T' € A* N B*,
entonces T' € (AN B)". O

Una vecindad bdsica de E € B (X) es una coleccién de subconjuntos de X de
la forma A*, donde A es abierto en X y E C A. Denotaremos por ¢* (F) a la
coleccién de todas las vecindades béasicas de E.

Teorema 2.2. La funcion E —— o* (E) de P (X) en P (P (X)) es una base de
vecindades.

Demostracion. Demostremos vecl. Sea A* una vecindad de E. Entonces £ C A
por la definicién de A* y por tanto E € A*. La condicién (vec2)’ se deduce de la
proposicién (2.1). En efecto, si A* y B* son vecindades bésicas de F, entonces A
y B son abiertos y E esta contenido en ambos, lo que significa que E C AN By
E € A*NB* = (AN B)" es una vecindad bésica de E. Demostremos vec3. Sea A*
una vecindad bésica de E. Entonces A es abierto y E C A. Si B € A*, entonces
A es abierto y contiene a B asi que A* es una vecindad de B. Hemos demostrado
que A* es un conjunto o*-abierto, lo que demuestra vec3. Ul

Definicién 2.3. La topologia o* definida por la base de vecindades E — o* (E)
se llama topologia superior en P (X) (E. Michael en [5; pag. 179] la llama topologia
semifinita superior). Es claro que esta topologia no es hausdorfiana. En efecto, si
E C F, entonces toda vecindad A* de F' es una vecindad de E' y por tanto E'y F
no se pueden separar por vecindades. También es claro que o* (¢) = {¢}.

Definicion 2.4. Sean X y Y conjuntos no vacios. Una funcion multivaluada de
X en Y es una relaciéon f C X x Y. Escribiremos f : X — Y para indicar
que f es una funcién multivaluada del conjunto X en el conjunto Y. El conjunto
f(x) ={yeY:(x,y) € f} es la imagen de x. Es posible que f(z) = ¢. Las
funciones monovaluadas (funciones tradicionales o funciones simplemente) de X
en Y son aquellas tales que f () # ¢ para todo z € X y f(x) consta de un sélo
elemento. Una funciéon multivaluada f : X — Y induce una funcién f: X = PB(Y)
definida por f(:z:) = f(x). En lo que sigue identificaremos a f C X x Y con la
funcion f
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Definicion 2.5. Sean X y Y espacios topologicos. Una funcién multivaluada f :
X — Y es semicontinua superiormente en x € X si para todo abierto W D f (z)
existe una vecindad abierta V' de x tal que f(z) C W para todo z € V. Es decir,
f(V)CW,donde f(V)=J,cy f(2). Es semicontinua superiormente si lo es en
cada punto .

Teorema 2.6. Sean (X;«) y (Y;B) espacios topolégicos. Una funcion multivalua-

da f: X =Y es semicontinua superiormente en x € X si y solo si J?: X = P(Y)
es (a; 0™)-continua en x.

Demostracion. Supongamos que f es semicontinua superiormente en z € X y
demostremos que f es (a;0*)-continua. Sea W* una vecindad béasica de f (x).
Entonces W es un conjunto abierto que contiene a f (x) y por la definicién de
semicontinuidad superior, existe una vecindad abierta V' C X de x tal que f (z) C
W para todo z € V', lo que implica que f(z) € W* paratodo z € V' y por tanto f es
(av; 0*)-continua. Supongamos ahora que J/”\es (av; 0*)-continua y demostremos que
f es semicontinua superiormente. Sea W un abierto que contiene a f (). Entonces
W* es una vecindad de f (x) respecto a la topologia ¢* y por continuidad existe
una vecindad abierta V' de z tal que ]?(z) € W* paratodo z € V. Luego f (2) C W
para todo z € V', lo que implica que f es semicontinua superiormente. O

Teorema 2.7. Sean (X;a) y (Y;B) espacios topoldgicos. Una funcion multivalu-
ada f: X =Y es (a;0%)-continua si y sélo si para todo conjunto cerrado C CY,

{reX:f@)NC+ o}
es cerrado en X.

Demostracion. Supongamos que f es (a;o0*)-continua y sea C' un subconjunto
cerrado de Y. Entonces el conjunto

Be={ECY:ENC+# ¢}

es o*-cerrado. Para demostrar este enunciado, sea A = C°. Entonces A es un
conjunto abierto en Y y si B ¢ B¢, entonces BNC = ¢, B C Ay A* es una
vecindad de E. Por otro lado, A*NB o = ¢. En efecto, si no fuera vacio, existiria un
T € A*N*B¢, lo que implica que T'C Ay TNC # ¢, lo que es una contradiccion.
Hemos asi demostrado que B¢ es cerrado. Por la continuidad de f,

(D7 (Be)={reX: f@) eBe}={veX: [(2)NC+ 0}

es un conjunto cerrado en X.

Supongamos ahora que {z € X : f(x) N C # ¢} es cerrado en X si C es cerra-

do en Y y demostremos que f es continua. Sean zop € X y W* una o*-vecindad
bésica de f (zp). Entonces W es un conjunto abierto, f (zo) C Wy C = W€ es un
conjunto cerrado y por hipétesis {z € X : f (x) NC # ¢} es cerrado en X. Ahora,

{zeX: f(a)NC#¢} ={zeX: f(x)CcW}
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y por consiguiente (]/”\)_1 (W*) =V es un conjunto abierto en X y xg € V, lo que
significa que f es continua. O

De los enunciados anteriores se deduce inmediatamente:

Teorema 2.8. Sean (X;a) y (Y; ) espacios topoldgicos. Una funcion multival-
uada f : X — Y es semicontinua superiormente si y solo si para todo conjunto
cerrado C' C'Y, el conjunto

{reX:flx)nC# o}

es cerrado en X.

3 La topologia inferior o, en P (X) — {¢} = P (X)

Si A es un subconjunto no vacio de un espacio topolégico (X;a), A. es la
coleccion de los subconjuntos F' de X tales que AN F # ¢ (los F' que golpean a
A). Es decir,

A, ={FeB(X): ANF # ¢}.

Definicién 3.1. Una vecindad bésica de E € B (X), es cualquier conjunto de la
forma

ALNAIN...NAY =) AL
k=1

que contenga a E y donde {Ap} es una coleccién finita de abiertos de X. Es
decir, E debe ser uno de los conjuntos que interceptan simultaneamente a todos
los Ag. En un lenguaje muy llamativo, se suele decir que una vecindad basica de
E determinada por una coleccién finita { Ay} de abiertos es la coleccién de todos
los conjuntos F' que golpean a todos los A, y E debe ser uno de ellos.

Denotaremos por o, (E) a la coleccién de todas las vecindades bésicas de E.

Teorema 3.2. Sea (X;«a) un espacio topoldgico. La funcion E —— o, (E) es una
base de vecindades en P (X).

Demostracion. Por definicién, E pertenece a cualquier vecindad béasica de E y por
tanto vecl se cumple. Demostremos (vec2)’. Sean U y V dos vecindades bésicas
de E. Si U estd determinada por la coleccién finita { Ay} de abiertos y V' por la
coleccién finita {B;} de abiertos, entonces

n

UﬂV:(ﬁAQﬂ () B
k=1

j=1

es una vecindad basica de E, pues E intercepta a los A-es y a los B-es si-
multaneamente. Para demostrar vec3 basta demostrar que toda vecindad basica
es abierta.
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Sea U una vecindad basica determinada por la coleccién finita de abiertos {Ax}.
Si T € U, entonces T intercepta a cada Ay y por tanto U es una vecindad de T,
lo que demuestra que U es abierto. O

Definicién 3.3. La topologia o, en ‘I?(X) definida por la base de vecindades
E — 0, (F) se llama topologia inferior (E. Michael [5; pag. 179] la llama topologia
semifinita inferior). Es claro que la topologia o, no es hausdorfiana pues si £ C F,
entonces toda vecindad basica U = (), A¥ de E contiene a F.

Definicién 3.4. Sean (X;«a) y (Y; ) espacios topoldgicos. Una funciéon multival-
uada f : X — Y es semicontinua inferiormente en x € X si para todo conjunto
abierto W en Y tal que W N f (z) # ¢, existe una vecindad abierta V' de x tal que
W N f(z) # ¢ para todo z € V. Es semicontinua inferiormente si lo es en cada
punto x € X.

Teorema 3.5. Sean (X;«) y (Y; ) espacios topoldgicos. Una funcion multivalua-
da f: X =Y es semicontinua inferiormente en x € X si y sélo si f : X — B (Y)
es (a; 04)-continua.

Demostracién. Supongamos que f es semicontinua inferiormente en x € X y sea
V una vecindad de f (z) determinada por la coleccién finita {I¥};} de abiertos.

Entonces J?(x) € N, WE # ¢ y por tanto f(z) N Wy # ¢ para todo k. Por la
definicién de semicontinuidad inferior, existe para cada k una vecindad abierta Vj
de z tal que f (2) N W}, # ¢ para todo z € Vj. Sea V =), Vi. Entonces V es una
vecindad abierta de x y f (z) N W) # ¢ para todo z € V' y todo k, lo que quiere
decir que f(V) C U y por tanto fes (a; 04)-continua en x € X. El enunciado
reciproco se demuestra de manera similar. Ul

Teorema 3.6. Sean (X;a) y (Y;5) espacios topoldgicos. Una funcion multival-
uwada f: X — Y es (a;04)-continua si y sélo si para todo subconjunto abierto W
de Y, el conjunto

{reX:fle)nW # ¢}

es abierto en X.

Demostracion. Supongamos que f es («;04)-continua y sea W un subconjunto
abierto en Y. Entonces W, = {ECY : ENW # ¢} es o.-abierto y por con-
tinuidad

D7) ={ae X f@eW}={zeX:f@nW#o)

es abierto en X. Reciprocamente, si este conjunto es abierto, entonces (]/”\)_1 (W)
es abierto. Como {W, : W abierto en Y} es una subbase de la topologia o, en-

tonces f es (a; o0y )-continua. O
De los enunciados anteriores se obtiene inmediatamente el teorema siguiente:

Teorema 3.7. Sean (X;«a) y (Y;5) espacios topoldgicos. Una funcion multival-
uada f: X —Y es semicontinua inferiormente st y solo si para todo subconjunto
abierto W de Y, el conjunto
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{reX:flx)nW # ¢}

es abierto en X.

Definicién 3.8. Sean (X;«) y (Y; ) espacios topolégicos. Una funcién multival-
uada f: X — Y es continua si es continua superiormente e inferiormente.

Denotaremos por ¢ a la topologia generada por los conjuntos o*-abiertos y los
conjuntos o,-abiertos, lo que se escribe a menudo como o = ¢* V o,.
Los enunciados siguientes se demuestran sin dificultad.

Proposicién 3.9. Sean (X;a) y (Y;B) espacios topologicos. Una funcion multi-
valuada f : X — Y es continua si y solo si es (a; 0)-continua.

Proposicién 3.10. Sean (X;a) y (Y;5) espacios topoldgicos. Una funcidn multi-
valuada f : X —'Y es continua si y sélo si es (a; 0™)-continua y (a; 0, )-continua.

Proposicién 3.11. Sean (X;a) y (Y; ) espacios topolégicos. Una funcion mul-
tivaluada f : X — Y es continua si y solo si satisface las condiciones siguientes:

(i) Para todo conjunto cerrado C enY, {x € X : f(z)NC # ¢} es cerrado en
X.

(1i) Para todo conjunto abierto W en'Y, {x € X : f (x) "W # ¢} es abierto en
X.

Recordemos que si (X;d1) y (Y;ds) son espacios métricos, una funcién f :
X — Y es continua en x € X si para toda sucesion (ar:n)neN que converja a ,
la sucesion (f (7)), cy converge a f(z). Un teorema similar es vélido para las
funciones multivaluadas inferiormente semicontinuas.

Definicién 3.12. Sea (Y';d) un espacio métrico y (E,), oy una sucesiéon de sub-
conjuntos. Diremos que y es un punto limite de esta sucesién de conjuntos si
vy €, Ups>p Er- Es inmediato que y € (), Up>,, £k siy sélo si existe una suce-
sion (yn)né\I tal que v, € E,, y y es un punto limite de esta sucesion.

Teorema 3.13. Sean (X;dy) y (Y;dz2) espacios métricos. Una funcion multival-
uada f: X — Y es semicontinua inferiormente en x € X si y solo si para toda
sucesion (Tn),cy que converja a x, todoy € f (x) es un punto limite de la sucesion

(f (fEn))ngN de conjuntos.

Demostracion. Supongamos que f es semicontinua inferiormente en x € X y sea
y € f(z).SiB, ={2€Y:dy(y,2) <n'}, entonces W,, = (B,,), es una o,-
vecindad de f(z) y por la semicontinuidad inferior de f, existe una vecindad
abierta V,, de x tal que 2’ € V,, implica f(:r:’) € Wy, es decir, f(z') N B, # ¢.
Como z,, — z, existe un k,, tal que j > k, implica que z; € V,,. Podemos es-
coger los k, de modo que k; < ko < ... etc. Como f (z, )N B, # ¢, existe un
Yk, € [(zr,) N By. Es claro que (yg, ),y €8 una subsucesién de una sucesién

(Un)en tal que y, € f(xy).

70



Funciones multivaluadas

Demostremos el enunciado reciproco. Supongamos que bajo las hipétesis indi-
cadas en el enunciado del teorema, la funcién indicada no es semicontinua infe-
riormente. Entonces para algin z € X existe una vecindad W = A, de f(x)
tal que para toda vecindad abierta V de =, f(x’) ¢ W para algin 2’ € V, es
decir, f(z/)NA = ¢. Sean V,, = {we X :d; (z,y) < n*1}7 x, € V, tal que
fxn)NA=¢ywe AN f(x). Es claro que z,, — x pero y no es un punto limite

de la sucesién (f (7,)),,cn de conjuntos. O

4 La continuidad de las funciones multivaluadas compuestas

Definiciéon 4.1. Si f : X — Y es una funcién multivaluada y F es un subcon-
junto de X, la imagen de este conjunto por f es el conjunto f (E) = J,cp f (7).
Si E es un subconjunto de Y, la imagen inversa de E es el conjunto f*®(F) =

{r e X: f(x)NE # ¢}.

Definicion 4.2. Sean X,Y y Z conjuntosy f: X - Y, g:Y — Z funciones
multivaluadas. La funcion compuesta h : X — Z de estas funciones es la funcién
z+— g (f (z)) = h(z). Denotaremos por go f a la funcién compuesta de f y g.

Lema 4.3.
(go f)*(E)=f*(g* (F)) paratodo E C Z.

Demostracion. Sean h = go f y x € h*(FE). Entonces h(x) N E # ¢ y como
h(2) = Uyef() 9 (v), entonces g (Y)NE # ¢ paraalginy € f (z). Como g1 (E)=
{yeY:g(y)NE # ¢}, entonces § € ¢g°* (E) y por consiguiente f (z) N g® (E) #
¢, lo que significa que z € f*(g® (F)). Reciprocamente, supongamos que z €
f*(g® (E)). El argumento anterior es reversible y concluimos que z € h® (F). O

Teorema 4.4. Sean X, Y y Z espacios topologicos y f : X - Y, g:Y = Z
funciones multivaluadas,

1) Si f y g son semicontinuas superiormente, entonces g o f es semicontinua
superiormente.

2) Si f y g son semicontinuas inferiormente, entonces g o f es semicontinua
inferiormente.

3) Si f y g son continuas, entonces go f es continua.

Demostracion. Para demostrar 1, utilizaremos el teorema 2.7. Si C' es un subcon-
junto cerrado de Z, entonces g~* (C') es un subconjunto cerrado de Yy f* (¢* (C)) =
(go f)* (C) es un subconjunto cerrado de X. Para demostrar 2 utilizaremos el
teorema 3.7. Si W es un subconjunto abierto de Z, entonces g~! (W) es un sub-
conjunto abierto de Y y f* (¢° (W)) = (go f)* (W) es un subconjunto abierto de
X. La demostracion 3 se deduce de las anteriores. O
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5 Las topologias v* y v, de Vietoris

En esta seccién consideramos la coleccién € (X) de los conjuntos cerrados de
un espacio topolégico X y la coleccién € (X) = € (X) — {¢}. Las topologias de
Vietoris v* y v, son las topologias ¢* y o, restringidas a ¢ (X). En esta seccién
analizaremos los axiomas de separacion para las topologias de Vietoris.

Definicién 5.1. Un espacio de Tychonov es un espacio topoldgico (X;7) que
satisface el axioma T} de separacion y es completamente regular.

Observaciones 5.2. Sea (X;7) un espacio topoldgico. El axioma Tj expresa que
dados dos puntos distintos en X, uno de ellos posee una vecindad que no contiene
al otro. El axioma T expresa que dados dos puntos diferentes de X, cada uno
de ellos posee una vecindad que no contiene al otro. Este axioma es equivalente
a la afirmacién que {z} es un conjunto cerrado para cada x € X. El axioma T
llamado axioma de Hausdorff expresa que dos puntos distintos se pueden separar
por respectivas vecindades abiertas. Es claramente un axioma mas fuerte que el
axioma 77 y éste un axioma més fuerte que Typ. Un espacio topoldgico (X;7) es
completamente regular si para toda pareja (a,C'), donde C' es un conjunto cerrado
y a ¢ C, existe una funcién continua ¢ : X — R tal que ¢ (a) =1y ¢(x) =0
para todo x € C' (Ver [3; p.153]). Si (X;7) es un espacio topoldgico completamente
regular, entonces un conjunto cerrado C' y un punto a que no pertenezca a C se
pueden separar por conjuntos abiertos.

Definicién 5.3. Sean (X;7) un espacio topoldgico y € (X) = € (X) — {¢} (colec-
cién de los conjuntos cerrados sin el conjunto vacio). La topologia superior de
Vietoris en € (X) es la topologia o* restringida a € (X). La topologia inferior de
Vietoris es la topologfa o, restringida a € (X).

Nos remitimos a las definiciones de ¢* y o, para concluir lo siguiente:

1) Una v*-vecindad bésica de un subconjunto cerrado E no vacio es la coleccién
de todos los subconjuntos cerrados no vacios contenidos en un conjunto abierto A
que contenga a E. Si A es abierto, escribiremos

A*:{Geé(X):ch}.

La funcién
E—{A":Acab(X)y ECA}

es una base de vecindades de la topologia superior de Vietoris.
2) Una v,-vecindad bésica de un subconjunto cerrado E no vacio es la coleccién
de todos los subconjuntos cerrados que interceptan a una coleccién finita { Ay} de

abiertos, entre los cuales se cuenta E. Si {Ay} es una coleccién finita de conjuntos
abiertos, escribiremos

{4}, = {C’E E(X) : C'N Ay # ¢ para todo k:}
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Denotaremos por U al conjunto de todas las colecciones finitas de abiertos. La
funcién

E— {{Ar}, :{Art el vy E e {Ai},}

es una base de vecindades de la topologia inferior de Vietoris.

Teorema 5.4. Si (X;7) es un espacio de Tychonov, entonces (& (X) ;U*> es un

espacio topologico que satisface el axioma Ty pero no satisface el axioma T;.

Demostracion. Demostremos que <€ (X) ;U*> satisface el axioma T. Sean E, F' €

¢ (X) subconjuntos cerrados diferentes. Entonces existe un = € X tal que x € F
pero x ¢ F 6 x ¢ E pero x € F. Consideremos el primer caso. Como (X;7)
es un espacio de Tychonov, existen abiertos disjuntos U y V tales que x € U y
F C V. Por consiguiente F' € V* y E ¢ V*. Una demostracién similar es valida

en el segundo caso. Demostremos que (€ (X); v*) no satisface el axioma 7. Sean

E F e E(X) tales que £ C F' (subconjunto propio). Entonces existe un = en F
que no pertenece a F. Como (X;7) es un espacio de Tychonov, existen abiertos
disjuntos U y V tales que z € U, E C V y por tanto F € V* pero F ¢ V*.

Es decir, podemos separar E de F'. Por otro lado, toda v*-vecindad de F' es una
v*-vecindad de E y por consiguiente no es posible separar a F' de FE. En resumen,

(E (X) ;v*) no satisface el axioma 7. O

Teorema 5.5. Sea (X;7) un espacio de Tychonov y E un subconjunto cerrado no
vacio.

1) La adherencia de {E} respecto a la topologia v* es el conjunto de los sub-
conjuntos cerrados de X que contienen a E. Es decir,

adhy- ({E}) = {C e C(X):CD E} .

2) La adherencia de {E} respecto a la topologia v, es la coleccion de los sub-
conjuntos cerrados de X que estan contenidos en E. Es decir,

adh,, ({E}) = {c eC(X):CC E} .

Demostracion. Demostremos 1. Empezaremos demostrando que
adhy- ({E}) C {C cC(X):CD E} .

Sea C' € adh,+ ({E}) y supongamos que C no contiene a F, es decir, existe un
x € FE tal que x ¢ C. Como (X;7) es un espacio de Tychonov, existen abiertos
disjuntos U y V tales que x € U y C C V. Luego C' € V* y por hipdtesis se deberia
tener que V* N {E} # ¢, es decir, E € V* y E C V, lo que es una contradiccién
porque = ¢ V. Demostraremos ahora que

adh,- ({E}) D {0 €T(X):CD E} .
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Sean C' un subconjunto tal que C' O E y V* una o*-vecindad de C. En-
tonces V' es abierto y E C C C V|, lo que significa que E € V* y por tanto
V*N{E} ={E} # ¢y C € adh,- ({E}).

Demostremos 2. En primer lugar demostraremos que
adh,. ({E}) C {C eC(X):CC E} .

Sea C € adh,, ({E}). Demostrar que C C E es lo mismo que demostrar que
C N E° = ¢, lo cual haremos por contradicciéon. Observemos que V = E°¢ es un
conjunto abierto y supongamos que V N C # ¢. Por tanto, V, es una o,-vecindad
de C y por hipétesis V. N {E} # ¢, lo que implica que E € V. y por tanto
ENV = ENE° # ¢, lo que es una contradiccion. En segundo lugar demostraremos
que

adh,, ({E}) 2 {C ed(X):CC E} .

Supongamos que C' C E'y consideremos una vecindad bésica { A}, de C. Entonces
CNAg # ¢ para todo k y con mayor razén EN Ay, # ¢ para todo k, lo que significa
que E € {Ax},. Hemos asi demostrado que C € adh,,, ({E}). O

Teorema 5.6. Sea (X;7) un espacio de Tychonov.

1) El tnico punto de (Eﬁ (X) ;U*) que es cerrado es X .
2) <E (X) ;v*) es compacto y conexo.

3) Las tunicas funciones continuas de (& (X);U*) en un espacio topoldgico
(Y; B) que satisface el axioma Ty son las funciones constantes.
Demostracion. La parte 1 de este teorema se deduce de la parte 1, del teorema

5.5.
Demostremos la parte 2. Sea I' = {7} una coleccién de subconjuntos cerrados y

no vacios de € (X) y para cada 7 sea E, €. Como X € adh,~ ({E,}) por 5.5.1y
adh,- ({E,}) € adhy- (7) = 7 por ser cerrado este conjunto, entonces X € y para

todo v y por tanto ﬂveFV #+ ¢. Esto demuestra que (& (X) ;v*) es compacto.

Para demostrar que (& (X) ;U*) es conexo, recordemos que un espacio topoldgico
(S; ) es desconexo si existe un conjunto no vacio D C S que es cerrado y abierto
al mismo tiempo. Argumentemos por contradiccion suponiendo que (& (X) ;U*>
es desconexo. Entonces existe un subconjunto no vacio v C ¢ (X) que es cerrado y
abierto. Sea F € v. Como E es cerrado, entonces X € adh,- ({E}) C adh ({v}) =
v por ser cerrado este conjunto. Como « es un subconjunto propio de € (X),
entonces 7¢ # ¢. Sea F' € v¢. Como este conjunto es abierto y cerrado, entonces

X € adhy~ ({F}) C adh ({y°}) = 7°. En suma, X € vy X € 7° lo que es una
contradiccién.
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Demostremos la parte 3. Sea f : E(X ) = Y una funcién continua y supongamos
que no es una funcién constante. Entonces existen E y F € a(X ), tales que
a= f(E)# f(F) =b5b. Como Y satisface el axioma T}, entonces {a} y {b} son
conjuntos cerrados y como f es continua, entonces

f (adh ({EY)) € adhf () = adh ({a}) = {a}

f(adh ({F})) C adhf (F) = adh ({b}) = {b} .
Como X pertenece a las adherencias de {E} y de {F'}, entonces f (X) =a =0, lo
que es una contradiccién. O

Teorema 5.7. Sea (X;7) un espacio de Tychonov. Entonces la funcion

J:(X;71)— <€ (X) ;’U*> definida por J(z) = {z}

es un homeomorfismo de X sobre J (X) que es un subespacio denso de &(X)

Demostracion. La funcién J es inyectiva claramente. Demostremos que J es con-
tinua. Sea W* una vecindad de {z}. Entonces W es un conjunto abierto y x € W,
es decir, W es una vecindad de z y J (W) C W*. Como J~! ({z}) = z, es inmedi-
ato que J~1|J (X) es continua.

Demostremos que J (X) es un subespacio denso. Sea C' € € (X). Como C ¢ ¢,
existe un x € C' y si V* es una vecindad de C, entonces C C V, x € V y
V*nJ(X) # ¢. O

6 Las funciones usco

Son las funciones multivaluadas semicontinuas superiormente f : X — Y tales
que f (x) es compacto para cada x € X. Cuando X es un espacio métrico completo
y Y es un espacio métrico, estas funciones son monovaluadas en el complemento
de un conjunto denso. Este enunciado se demostrara en esta seccion. Las funciones
usco son utilizadas sistematicamente por M. Fabian en [4] en el estudio de los es-
pacios de Asplund.

Sean (X;7)y (Y; ) espacios topoldgicos. En el conjunto de las funciones mul-
tivaluadas de X en Y definiremos la relacion

f=g si f(z)Cg(x) para todo = € X.

Es facil ver que ésta es una relacion de orden parcial en el conjunto de todas las
funciones multivaluadas.

Definicién 6.1. Sean (X;7)y (Y; /) espacios topolégicos. Una funciéon multival-
uada f: X — Y es una funcidn usco si es semicontinua superiormente y f (x) es
compacto y no vacio para todo x € X.

Denotaremos por U (X,Y") al conjunto de todas las funciones usco de X en Y.
Es claro por el teorema 2.6 que f € U (X,Y) siy s6lo si es (a; 0*)-continua y f (x)
es compacto para cada r € X.
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Definicién 6.2. Una funcién usco f € U (X,Y) es minimal si es un elemento
minimal del conjunto ordenado (U (X,Y);=<). Es decir, sig e U(X,Y) y g < f,
entonces f = g.

Lema 6.3. Sea u c U (X,Y) y{fi:t € T} una cadena de funciones usco tal que
ft 2 u para todo t. Sea g(x) = (), ft (x) para todo x € T. Si g(x) es compacto y
no vacio para cada x, entonces g es semicontinua superiormente.

Demostracion. Sean a € X y G C Y un conjunto abierto tal que f(a) C G.
Entonces fs(a) C G, para algin s porque {f;:t € T} es una cadena y por la
compacticidad de f; (x) para todo t. Como fs es semicontinua superiormente,
existe una vecindad V' de a tal que f, (x) C G para todo x € X y por consiguiente
g(z) C fs(x) C G paratodox € T. O

Teorema 6.4. Para todau € U (X,Y), existe una funcion usco minimal f tal que
f 2 u.

Demostracion. Sea H la coleccion de todas las funciones usco h tales que h <
u. Demostremos que toda cadena L contenida en H es minorada. Si F es un
subconjunto finito en £, entonces [ fer f (z) es un subconjunto cerrado y no vacio
contenido en el conjunto compacto u (z) ya que podemos ordenar a F linealmente.
Luego (e, h(x) es un conjunto cerrado y no vacio contenido en el conjunto
compacto u (x) y es por tanto compacto. Aplicamos el lema a la cadena {h : h € L}
para concluir que z + g (z) = (), h () es semicontinua superiormente, y asf una
funcioén usco que minora a L. Por el lema de Zorn H posee elementos minimales. [

Definicién 6.5. Sean (X;7) y (Y; ) espacios topoldgicos. La grafica de una
funcién multivaluada f : X — Y es el subconjunto G (f) de X x Y de las parejas
(r;y) € X x Y tales que y € f (). Es decir,

G(f)={(my) e X xY ye f(x)}.

Definicién 6.6. Los valores limite de una red (y;),., en un espacio topolégico
(Y; B) son los elementos del conjunto

v.l (yt)tET = ﬂ {ys 1 s = t}.

teT

Es facil ver que y es un v.l de la red indicada si y sélo si existe una subred que
converge a y.

Lema 6.7. Sean (X;7) y (Y;5) espacios topoldgicos y f : X — Y es una funcion
usco. Si (wt,yt),cr €s una red en G (f) y vy — x, entonces (Yi),cp tiene por lo
menos un v.l en f(x).

Demostracion. Argumentemos por contradiccién suponiendo que la red (yt)teT no
tiene valores limites en f (x). Es decir, para todo z € f(z), existe un ¢, tal que
z ¢ {ys:s>t,}. Sea W, una vecindad abierta de z tal que W, N{ys : s = t.} = ¢.
Como f (x) es compacto, existe un subconjunto finito F' C f (z) tal que f (z) C
U.cp W. = A. Por la continuidad de f respecto a la o*-topologia, existe un t
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tal que f(x;) € A* sit =1 > sup{t.:z € F}. Sea t > . Entonces f (z;) C A,
(ze,y:) € G(f), yr € f(xt), y+ € Ay ys € W, para algiin z € F, lo que implica
que W, N{ys : s = t,} # ¢, lo que es una contradiccidn. O

Teorema 6.8. Sean (X;7) y (Y;8) espacios topoldgicos. Una funcién multivalu-
ada f: X =Y es una funcion usco si y sélo si su grdafica G (f) es un conjunto
cerrado y existe una funcion usco u € U (X,Y) tal que f < u.

Demostracion. Supongamos que f es una funciéon usco y demostremos que si
(z,y) € G(f), entonces (x,y) € G (f), esdecir, y € f (v). Existe unared (x¢,ys),cr
tal que 2 — z, ¥y — y y ys € f(x¢). Por el lema anterior, (y;),., tiene por lo
menos un valor de adherencia en f(x). Es decir, existe una subred (y,),c¢ tal
que y;, — y' € f(x) y por la unicidad de los limites, y = ¢’ € f (x). Es claro que
fRu=[.

Demostraremos el enunciado reciproco: si G (f) es cerrado y existe una funcién
usco u tal que f =< u, entonces f es una funcién usco. Por el lema 6.3 basta de-

mostrar que f (x) es cerrado para todo z € X. Sea y € f (x) y demostraremos que
y € f(z)

Entonces existe una red (y;),cp en f(x) tal que y; — y. Sea x; = x para todo
t € T. Entonces (x¢,y:),cp es una red en G (f) que cumple las condiciones del
lema 6.7 y por tanto una subred (y;),., converge a y’' € f(x) y como y; — y, se
deduce que ¥y =y € f (x). O

Nos proponemos demostrar que las funciones usco minimales son monovaluadas
en el complemento de un conjunto denso en el contexto de los espacios métricos.
En este orden de ideas el lema siguiente es basico.

Lema 6.9. Sean (X;7) y (Y;5) espacios topolégicos y f : X — Y wuna funcion
usco minimal. Entonces para todo conjunto abierto A de X y todo subconjunto
abierto W de Y tales que f (a) N W # ¢ para algin a € A, existe un subconjunto
abierto no vacio V-C A tal que f(x) C W para todo x € V.

Demostracion. Todo consiste en demostrar que existe un ag € A tal que f (ag) C
W. Si esto es cierto, entonces W* es una o*-vecindad de f (ap) y por la semicon-
tinuidad superior de f, existe una vecindad abierta V' de ao contenida en A tal
que f (V) C W*, es decir, f(x) C W para todo x € V.

Demostremos pues que existe un ag € A tal que f(ag) € W. Sea C = W¢y
supongamos que este enunciado es falso. Entonces f (a) N C # ¢ para todo a € A.
Definamos la funcién A : X — Y por la férmula

o) = fx)ynC si z€ A
h (@) {f(:c) si ze A°

Es claro que h (z) # ¢, y es cerrado para todo x € X y h < f. Luego, por el lema
6.3, h es una funcién usco. Como f es minimal por hipétesis, entonces h = f y por
consiguiente h (a) = f (a) C C para todo a € A. Esto es una contradiccién porque
f (CL()) - wW. Ul
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Definicién 6.10. Sea (X;7). Un subconjunto R de X es residual si es la inter-
seccion de una familia numerable (D,,), .y de subconjuntos abiertos y densos.
Recordemos que un subconjunto D de un espacio topolégico es denso si D (ad-
herencia de D) es igual a X. El conjunto Q de los niimeros racionales es numerable
y denso en R pero J (irracionales) no es numerable, pero si es denso. Este conjunto
es un conjunto residual. En efecto, 7 =1 g {q}°.

Definicién 6.11. Un (X;7) espacio topoldgico es un espacio de Baire si todo
subconjunto residual es denso. Es claro que Q no es un espacio de Baire. Los
teoremas siguientes son bien conocidos (ver [3; p.61]):

1) Todo espacio topoldgico localmente compacto es un espacio de Baire.
2) Todo subconjunto abierto de un espacio de Baire es un espacio de Baire.
3) Todo espacio métrico completo es un espacio de Baire.

Teorema 6.12. Sean (X;7) un espacio de Baire y (Y;d) un espacio métrico. En-

tonces toda funcion usco minimal de X en'Y es monovaluada en algin subconjunto
residual de X.

Demostracion. Sea f : X — Y una funcién usco minimal. Entonces para todo
e > 0, existe un conjunto abierto V' tal que dm (f (V)) < € (didmetro de f (V)
menor que €).

Para demostrar esta afirmacién, sean y € f (X) y W la bola abierta de centro
€

y y radio §. Existe por lo menos un a € X tal que f(a) "W # ¢, pues de lo
contrario f (z) C W€ para todo x € X. Por el lema 6.7, existe un conjunto abierto
V en X tal que f () C W para todo x € V y por consiguiente dm (f (V)) < e. Sea
A, la unién de todos los conjuntos abiertos V' tales que dm (f (V)) < €. Es claro
que este conjunto es abierto. Demostremos que es denso. Sean x € X y U una
vecindad abierta de x. Siy € f (x) y W es la bola de centro y y radio §, entonces
f(x) "W # ¢ y nuevamente por el lema 6.7, existe un abierto no vacio V.C U
tal que f (v) € W para todo v € V, es decir, dm (f (V)) < € y por consiguiente
V C A.. Hemos demostrado que U N A, # ¢.

Si e = n~1!, escribiremos A,, en vez de A1 . Entonces {A,, : n € N} es una coleccién
numerable de subconjuntos abiertos y densos en X. Como éste es un espacio de
Baire, la interseccion R de ellos es un subconjunto residual denso. Si x € R, en-
tonces dm (f (x)) < n~! para todo n, y por tanto f (z) consta de un sélo elemento.
Es decir, f|, es una funcién monovaluada. O

Observaciéon 6.13. Denotaremos por G a la clase de los espacios topolégicos Y
completamente regulares que satisfacen la condicion siguiente:

Si X es un espacio de Baire y f: X — Y es una funcién usco minimal, entonces
f es monovaluada en un subconjunto residual de X.

El teorema 6.12 expresa, desde este punto de vista, que los espacios métricos
pertenecen a la clase G. En el ejemplo 7.6 mostraremos un conjunto especial de
espacios topologicos que pertenecen a la clase G.
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7 Algunos Ejemplos

En esta seccion presentaremos diversos ejemplos concretos relacionados con el
tema de las funciones multivaluadas.

Ejemplo 7.1. Sean (X;7) y (Y; ) espacios topolégicos y g : X — Y funciones
monovaluadas continuas, donde 1 < k < n. Supondremos que g (z) # g; (z) si
j # k. Entonces G : X — Y definida por G (x) = {gx () : 1 <k <n} es una
funcién multivaluada continua. En efecto, si W es un abierto que contiene a G (z),
existe para cada k una vecindad Vi de z tal que g (Vi) C Wy si V. =, Vi,
entonces V es una vecindad de z y G (V) C W.

Ejemplo 7.2. La funcién inversa de y = 22 de R en R es la funcién

(VE.—VE} siz>0
g(z) = 0 sizx =0
10) siz <0

Esta funcion es semicontinua superiormente e inferiormente en todo punto y
por tanto es continua.

Ejemplo 7.3. Sea g(y) = {x:senz =y} = sen ! (y). Es claro que g(y) =
¢ si ly| > 1. Se comprueba sin dificultad que esta funcién no es semicontinua
superiormente si |y| < 1 y es semicontinua superiormente si |y| > 1.

Ejemplo 7.4. Existen funciones que son semicontinuas superiormente y que no
son semicontinuas inferiormente. El siguiente ejemplo se propone sin demostracién
en J-Aubin y Frankowska [1; p.39]. Sea g : R — R la funcién

~]{o} siz#0
g<x>_{[—1,1] siz=0

Esta funcién es semicontinua superiormente en x = 0. En efecto, si W* es una
o*-vecindad de ¢ (0) = [-1,1] = E, entonces E C W y si V = {z : |z| < ¢} donde
€ < 1, entonces g (V) C W. Pero esta funcién no es semicontinua inferiormente en
x = 0. Sea W, una o,-vecindad de E, donde W = {z : 0 < |z| < r} (este conjunto
es abierto y ENW # ¢). Sea V. = {z : |z| < €}. Entonces g(z) ¢ W, siz eV y
x # 0 para todo € > 0 y por tanto g no es semicontinua inferiormente en cero.

Ejemplo 7.5. Existen funciones que son semicontinuas inferiormente y que no son
semicontinuas superiormente. El siguiente ejemplo se propone sin demostracion en
J-Aubin y Frankowska [1; p.39]. Sea f: R — R la funcién

)= siz#0
f @)= {{O} siz=0

Esta funcion es semicontinua inferiormente en x = 0. Para demostrar esta afir-
macion, sea W = {Ay}, una o,-vecindad de {0}, donde A, es un conjunto abierto
para todo k tal que 1 < k < n. Como {0} € W, entonces {0} N A # ¢ y por tanto
0 € Ay para todo k.
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Ejemplo 7.6. (Ver [4; Chapter 3|). Este ejemplo es para senalar la importancia
de las funciones usco en el tema de la diferenciacion de las funciones convexas en
los espacios de Banach.

Sea 2 un subconjunto convexo y abierto de un espacio de Banach real E. El
subdiferencial de la funcion convexa f : 2 — R en el punto a € € es el conjunto
de las formas lineales continuas u € E’ (dual topoldgico de E) tales que

f(z)—f(a) >u(x) —u(a) =u(xr —a) para todo x € .

Si denotamos por Of (a) al subdiferencial, entonces x +— Of (z) es una funcién
multivaluada de 2 en E’. Si f es continua, entonces df (x) # ¢ para todo z € .
El siguiente teorema es valido:

Teorema. La funcién subdiferencial x — 0f () es una funcién usco de €2 en
E’ dotado de la topologia débil o (E'; E).

La clase G de Stegall esta compuesta por los espacios de Banach E tales que
E’ con la topologia o (E’; E) es un espacio topoldgico en la clase G (ver Stegall
[6]). Los espacios de Banach separables pertenecen a la clase de Stegall.

Denotemos por Ug (resp. Ur) a la clase de los espacios de Banach en los cuales
las funciones convexas definidas en conjuntos abiertos y convexos son diferenciables
en el sentido de Gateaux (resp. en el sentido de Fréchet) en un subconjunto resid-
ual. Entonces Up C G C Ug. De este modo queda indicado la profunda relacion
entre las funciones usco y el cédlculo diferencial en los espacios de Banach.

Ejemplo 7.7. Sea T un espacio topolégico compacto y C (T') el espacio de Banach
de las funciones continuas definidas en Ty con valores en R con la norma del
supremum. La funcién multivaluada ) : C (T') — P (1) definida por

pe)={teT:z(t) =z}

(el conjunto de los t en los cuales la funcién x alcanza el valor de la norma) es
una funcién usco. Este ejemplo estd muy relacionado con la diferenciabilidad de
la norma del supremum en C (7).
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