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Resumen

Se presenta un estudio detallado de la maquina de Szilard cudntica con un ntmero N de
particulas. Se calcula el trabajo total realizado de particulas WrpoT, la funcién de particién del
sistema asociada a cada uno de los procesos involucrados y la posiciéon de equilibrio de la pared.
En particular se estudian de forma explicita los casos N = 1 y N = 2 tanto para particulas
bosénicas como fermiénicas. En todos los casos los resultados encontrados son comparados con
su contraparte clasica. Se encuentra que, en general, Wror depende de la naturaleza bosénica
o fermidnica de las particulas.

Palabras Claves: Informacién cudntica, termodindmica y mecanica estadistica cudntica.

Abstract

A detailed study of the quantum Szilard engine with a number N of particles is presented.
The total work done by the engine, Wro7r, the partition function of the system associated to each
of the processes involved and the equilibrium position of the wall are calculated. Particularly,
the cases N = 1 and N = 2 are explicitly studied for bosonic and fermionic particles. In all
cases, the results found are compared to their classical counterpart. It is found that, in general,
Wror depends on the bosonic or fermionic nature of the particles.

Keywords: Quantum information, thermodynamics and quantum statistical mechanics.

1 Introduccion

El demonio de Maxwell fue mencionado por primera vez en 1871 en el
libro “Theory of Heat” escrito por el fisico escocés James Clerk Maxwell
[1]. En este experimento mental, se considera una caja dividida en dos
compartimientos A y B. La divisién tiene un pequeno hueco y un demonio
que puede ver las moléculas individuales abre y cierra el hueco de tal forma
que solo permite pasar las moléculas rapidas del compartimiento A al B y
las particulas lentas de B a A. Como resultado, después de un tiempo, la
energia cinética promedio de las particulas en B serd mayor que la de las
de A. De esta forma, el demonio, sin realizar ningun trabajo aumentara
la temperatura de B y disminuird la de A, ver Fig. 1. Este resultado
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contradice la segunda ley de la termodinamica, la cual en la interpretacion
de Clausius afirma que: “no es posible ningiin proceso cuyo unico resultado
sea la transferencia de calor de un cuerpo de menor temperatura a otro de
mayor temperatura”. Dicho de otra forma, en la paradoja planteada por
Maxwell el demonio disminuye la entropia del sistema sin realizar ningin
trabajo sobre dicho sistema.

Aﬂh& B A*‘ﬁB

:../o.o ~ ..: .. ..

Figura 1. Demonio de Maxwell. Los circulos oscuros representan las moléculas rapidas y los
claros las lentas. Inicialmente ambos compartimientos tienen la misma energia cinética promedio.
Después de la accién del demonio el compartimiento B tiene una energia cinética mayor a la de A.

Esta paradoja suscité una amplia discusiéon en torno a sus posibles
explicaciones. Una de las respuestas mas célebres fue dada por L. Szilard
en 1929 [2]. Su respuesta a la contradiccién planteada por Maxwell se basé
en la afirmacién de que el demonio transforma informacion en entropia
negativa. Para determinar las velocidades de las particulas es necesario
realizar un proceso de medicién. Por lo tanto, es necesario que el demonio
interactie con el gas. Desde este punto de vista no es correcto considerar al
gas como un sistema aislado sino que, por el contrario, se deben considerar
el demonio y el gas como un solo sistema aislado. De esta forma aunque la
entropia del gas disminuye la del demonio debe aumentar. En la respuesta
de Szilard la segunda ley es salvada debido a que el proceso de medicion
es de naturaleza irreversible. Otras interpretaciones se encuentran en las
Refs. [3, 4, 5, 6].

En este articulo se presenta una revision detallada de la maquina de
Szilard cuédntica basada principalmente en el trabajo de Kim et al. [7].
Sin embargo, en este articulo se presentan detalladamente los calculos que
llevan a las conclusiones reportadas en Ref. [7]. De esta forma se ofrece un
material més detallado enfocado a un publico mas general.

2 Maquina de Szilard

La maquina de Szilard es una version sofisticada del demonio de Maxwell
[7, 8]. Para empezar se considera nuevamente una caja con una sola
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molécula dentro de ella, ver la etapa 1 en la Fig. 2. En la etapa 2, sin
realizar trabajo, se coloca una pared que divide la caja en dos partes iguales.
Asi, al final de esta etapa el demonio no sabe a qué lado de la pared esta la
molécula. Como se muestra, en la etapa 3 el demonio mide y determina en
qué lado de la caja se encuentra la molécula. Después de esto el demonio
sujeta una masa m a la pared tal y como se muestra en la etapa 4 de la
Fig. 2. De esta forma, usando la informacién obtenida en la medicién el
demonio puede extraer trabajo del sistema. Por ejemplo, si la expansion es
isotérmica, la cantidad de trabajo extraido esta dado por:

Instrumento L L L
de Medida E E [—
E E B
 — Ll . . ] . \ ]
. T < o P
Caja con . : *
una molécula ® 8
R R R
W‘/ﬁr = = =
Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3 Etapa 4 Etapa 5 Etapa 1

Figura 2. Maquina de Szilard. El ciclo estd formado basicamente por cuatro procesos: insercion,
medicién, expansién y remocién. Es importante notar que la informacién recaudada en el proceso
de medicién es vital para determinar a qué lado de la pared se debe sujetar la masa para asi
extraer trabajo del sistema.

\%

v Voo _av
W:K/ PdV:/ k‘BTVZkBTLHQ. (1)
2

Al final de la expansiéon la pared es removida sin realizar trabajo
y el sistema vuelve al estado inicial. Este proceso puede repetirse
indefinidamente creando una maquina perfecta, lo cual por supuesto va
en contradicciéon de la segunda ley. Durante cada ciclo, la entropia del
sistema disminuye dado que antes de la medicién el nimero de estados
posibles es 2 = 2 puesto que la molécula puede encontrarse a la izquierda
o a la derecha de la pared. Sin embargo, después de la medicién sélo hay
un estado, {2 = 1. De esta forma, teniendo en cuenta que la entropia del
sistema estd dada por S = kp Lnf{) tenemos que el cambio en S esta dado

por:
AS = —k'BLn2. (2)

Se puede ver que el trabajo extraido del sistema es proporcional al
cambio de entropia del mismo. De esta forma la segunda ley se encuentra
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a salvo. Sin embargo, en 1982 Bennett senal6 que los procesos de medicién
no necesariamente debfan ser irreversibles [5]. En su trabajo, Bennett
considera que el demonio tiene un aparato que se encuentra en el estado
estandar (E) antes de la medicion, tal y como se observa en la etapa 1 de la
Fig. 2. El proceso de grabar informacion sobre una cinta en blanco es un
proceso reversible. Por el contrario, si la cinta no esta en blanco el proceso
es irreversible. Supongamos que el demonio inicia el proceso con un aparato
de medida que tiene una cinta en blanco. Una vez realizado el proceso de
medida el aparato pasa del estado estdndar (E) a uno de los dos estados
resultantes posibles (R) o (L) dependiendo de si la molécula se encuentra
al lado derecho o izquierdo de la divisién, respectivamente. Para volver
al estado inicial es necesario que el aparato de medida vuelva al estado
(E). Esto es posible borrando la informacién de la medicién contenida
en el aparato. En el enfoque de Bennett lo que salva la segunda ley es
la naturaleza irreversible del proceso de borrado de informaciéon. Dicha
informacién es requerida para saber donde colocar la masa y de esta forma
extraer trabajo del sistema. El proceso de borrado del aparato de medida
es irreversible y por lo tanto viene acompanado de generacion de entropia.
El trabajo requerido para borrar un bit de informacion es precisamente
kp T Ln2. Bennett alcanza la misma conclusion de Szilard, pero por razones
diferentes.

3 Maquina de Szilard Cuantica

Consideremos ahora el analogo cuéntico de la maquina de Szilard. Para
modelar el contenedor tenemos un potencial de la forma V(x) = 0 si
0<x < LyV(z)=o00en caso contrario. Se tienen N particulas idénticas
de masa M confinadas de la forma mencionada anteriormente. El espectro
de energia de cada particula se obtiene solucionando la ecuacién de valores
propios:

Ho(x) = En (), (3)

en donde las funciones propias estdn sujetas a ¢(0) = ¢(L) = 0y
H es el hamiltoniano del sistema de una particula libre. El resultado
es bien conocido, los valores propios del hamiltoniano estdn dados por
E.(L) = h?n%?/8M L? [9]. En el modelo clédsico, la insercién de la
pared puede realizarse sin necesidad de trabajo. Emn el sistema cuantico
sin embargo, la insercién tiene asociado un trabajo ya que al limitar el
espacio disponible que tienen las particulas se altera el espectro de energia
del sistema. El trabajo cuantico puede calcularse como se muestra en el
Apéndice A. Sea x = L/2 la posicién de insercién de la pared. El trabajo
asociado a la insercién isotérmica de la pared, Wing, se obtiene tomando
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x9=L/2y x1 =L en la Ec. (22) llevando a:

WINS - kBT(LHCN(L/275) _LnZN(L7B))7 (4)

con Zny(L,B) =>_, e BEn(L)  Por su parte, dado que justo al final de la
insercién la medida ain no ha sido tomada entonces se tiene (y(z,5) =
Z%:o zm(x, B) con zp,(x, B) la funcién de particién del sistema cuando hay
m particulas a la izquierda y N —m a la derecha con la pared en la posicion
x. Note que la suma sobre m tiene en cuenta todas las configuraciones
posibles antes de la medicién. Una vez se hace la medicién, el gas se
expande hasta que alcanza la posicién de equilibrio I,f. Naturalmente, la
posicion de equilibrio depende del nimero de particulas que se encuentran
a cada lado de la pared. El trabajo realizado durante la expansién esta
dado por:

(5)

S (1. 5)
WEXPZkBTme(L/Q)Ln( Fm ) ,
m=0

zm(L/2,B)

en donde fp,(x) = zpm(x, B)/ z%:o zm(x, ) es la probabilidad de encontrar
m particulas a la izquierda al momento de medir dado que la division esta
en la posiciéon z. Aqui hemos asumido que el tiempo de expansién es
mucho menor que el tiempo de tunelamiento. La posiciéon de equilibrio
estd determinada por el balance de fuerzas a cada lado de la divisién:

Fy+ F; =0, (6)

con Fl'=-%"_ 88%6_5 En(®) /7 (, B) (ver Ec. (21)). Es importante resaltar
que la posicién de equilibrio z = [5] es, en general, diferente de la que
se obtiene clasicamente. A partir de la ecuacién de los gases ideales se
tiene que F; = mkpT/xy Fy = —(N —m)kpT/(L — x). Es claro que,
clasicamente la posicién de equilibrio es Iy = m L/N. Tal y como se
muestra en el apéndice B, la solucién de la Ec. (6) tiende a m L/N en el
limite de altas temperaturas.

Para calcular el trabajo de remocién es necesario tener en cuenta el
tunelamiento durante la remocién de la divisién. Esto es debido al hecho
de que a medida que disminuye el potencial que modela la pared, el tiempo
de tunelamiento se hace comparable con el tiempo de la remociéon.  Por
lo tanto, la funcién de particién inicial es (y(lnf, B) = SN 2, (lsd, B) en
lugar de simplemente z,,(ln{, 3). Partiendo de esto podemos escribir:

N
WreM = kB Tmzofm(L/Q)Ln (CN(Z%’,B)
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Después de un poco de algebra es posible mostrar que el trabajo total,
Wror, puede escribirse como:

Wror = Wins + Wexp + WrEMm

N
= kT Y Sl En (E0eT).
m=0

Im (ln?)
con gm () = 2m(lnt, B) /¢n (101, B).
3.1 Caso N=1

Consideremos el caso de una particula (N = 1) en donde la insercién de la
pared se realiza en la posicién x = L/2. Siguiendo el apéndice C y usando
las ecuaciones (4), (5) y (7) se encuentra que los trabajos de insercién,
expansion y remocién estan dados por:

WINS = /{ZB TLn2 — /{ZB TA, (9)
WEXP = ]CBTA, (10)

y
WREM = 0, (11)

respectivamente. Note que se ha usado:

—In Zl(L76)
A=t <z{<L/2,/3>)' (12)

El trabajo total coincide con el resultado clasico Wror = Kp T Ln2.
Sin embargo, es importante resaltar que en este caso Wing # 0 en contraste
con su contraparte clasica. En el limite de bajas temperaturas, 5 > 1, s6lo
contribuye el primer término de la suma (n = 1) en la Ec. (25). De esta
forma se tiene A ~ Ey1(L/2) — E1(L). Por su parte, en el limite de altas
temperaturas, f < 1, la suma sobre n puede reemplazarse por medio de

una integral llevando a A ~ Ln (LL/Q) = Ln2. Esto implica que, como era
de esperarse, en el limite clasico Wing = KpTLn2 — KgT A = 0.

3.2 Dos particulas N =2

En el caso de N > 2 es importante tener en cuenta la naturaleza de las
particulas. Como se observa en la Fig. 3, si las particulas son distinguibles
el nimero total de estados después de la insercién de la pared es cuatro. Por
su parte, si consideramos que las particulas son indistinguibles la situacion
cambia radicalmente. En el caso de los bosones después de la insercion hay
tres estados posibles mientras que para los fermiones solo hay uno.
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a) Particulas distinguibles b) Bosones

¢) Fermiones

Figura 3. Posibles estados del sistema después de la insercion de la pared. En el caso de
particulas distinguibles hay cuatro estados posibles (fm = 1/4 con m = 0,1 o 2), para bosones

hay tres (fm = 1/3 con m = 0,1 o 2) y para fermiones tan solo uno (fy, =1 con m =1).

3.2.1 Dos Bosones

Consideremos ahora el caso de dos bosones, N = 2. Nuevamente la posicion
de insercién es x = L/2. En este caso hay tres estados posibles después de
la expansién, los dos bosones quedan a la derecha de la divisién (m = 0),
los dos bosones quedan a la izquierda (m = 2) o uno queda a la derecha
y el otro a la izquierda (m = 1), ver Fig. 4. En cada uno de estos casos
las posiciones de equilibrio de la pared son [;? = 0, 157 = L y I77 = L/2,
respectivamente. Un esquema de esta situacién se muestra en la Fig. 4.

° °
° ; L J
m=0
L
'—‘
) —| o | 2 [=] —|° —| -
° . f f . ' °
Insercion
X
m=2 . -
° ﬁ ° .,
Remocion
Medida
Expansion

Figura 4. MA&quina de Szilard con dos particulas. Los cuatro procesos estan indicados para
cada unos de los casos posibles m =0, m =1y m = 2.

Noétese que la probabilidad de que después de la insercién los dos
bosones estén a la derecha o a la izquierda de la pared es igual, es decir
fo(L/2) = f2(L/2). Teniendo en cuenta las relaciones mostradas en el
apéndice C junto con la Ec. (8) se encuentra:
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WTOT = —ZkBTfo(L/Q) Ln (fo(L/Q)), (13)
- (L/2, 5"
d+1 Z1(L/2,
L/2)= —— d= ——7—"=-
JolB/2) =195 ¥ Z1(L)2,25)’
con Zi(x,f) la funcién de particién de una particula confinada en una
regién de longitud x a una temperatura inversa f3.

(14)

3.2.2 Dos Fermiones N =2

Consideremos nuevamente el caso N = 2 pero ahora con fermiones en lugar
de bosones. Se puede realizar el mismo procedimiento descrito en la seccion
anterior pero teniendo en cuenta ahora la funciéon de particién fermiénica
dada en el Apéndice C. Teniendo en cuenta esto, se puede escribir:

d—1

fo(L/2) = 1d_ 2’ (15)

con d tal y como esta definido en la Ec. (14). El comportamiento de fj se
muestra en la Fig. 5 para bosones y fermiones. Como es de esperar, para
altas temperaturas Wror = kg T Ln2 sin importar si se trata de fermiones
o bosones puesto que, en este limite, en ambos casos fy tiende a 1/4. En
el caso de los fermiones, a bajas temperaturas se tiene Wrot = 0 debido a
que el principio de exclusion de Pauli requiere que fo = fo =0y f1 = 1.
Por su parte, en el caso de bosones Wror = %kB T Ln3 ya que fo = 1/3
debido a que hay tres estados igualmente probables después de la insercion,
ver Fig. 4.

0,1 1 10 100 1000
PR | PR | P | Lol
0,30 4 10,30
0,25 = 0,25

0,20 - 40,20
f 0,154 40,15

0,10 4 -10,10

Bosones | 0,05

Fermiones| |
40,00

0,1 1 10 100 1000

Figura 5. Comportamiento de fp como funcién de % = Bh?n2/8 M L?. Note que para valores
altos de T' el gas se comporta clasicamente. Por su parte, para bajas temperaturas los efectos
cudnticos se hacen importantes y fo depende de la naturaleza de las particulas.
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4 Conclusiones

La maquina de Szilard cuéntica proporciona un excelente ejemplo que
ilustra los efectos de la naturaleza fermiénica o bosénica de las particulas.
La funcion de particién cuantica entonces debe considerar los efectos de
indistinguibilidad y de intercambio de particulas.

La descripcién cuantica del proceso requiere tener en cuenta el
trabajo requerido para la insercién y remocién de la pared mientras que
clasicamente ambos trabajos son nulos. Para T < 1 el trabajo total
depende de la naturaleza fermidnica o bosoénica de las particulas. Para
T > 1 el trabajo total se reduce a su contraparte clésica puesto que en este
limite Wins v WrEwM tienden a cero.

La posicion de equilibrio de la pared en la maquina cuantica difiere
en general del resultado clasico coincidiendo solo en el limite de altas
temperaturas.

La méquina de Szilard cuantica constituye un excelente ejemplo de
los efectos de la estadistica cudntica permitiendo realizar facilmente el
contraste con su analoga clasica. Debido a esto el sistema descrito es sin
duda de alto valor pedagdgico para estudiantes de un curso intermedio de
mecanica estadistica.

A Trabajo cuantico

Por definicién la energia interna U esta dada por:

U=) E,P, (16)

con P, = e #Fn /7 siendo Z la funcién de particién canénica. Por lo tanto:

dU = " (dE, P, + P, dE,). (17)

n

El trabajo es el cambio en la energia interna debido al cambio en los
pardmetros externos, es decir, dW = —> dE, P,. Teniendo en cuenta

ademas la identidad:

oln(Z)
OB, —B P, (18)

se encuentra inmediatamente que:
OLn(Z)

AW =kpT Y dE=—
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En nuestro caso el parametro externo es la longitud de la caja que cambia
debido a la insercién de la pared. Sea E = E(z), por lo tanto:

E, 0ln(Z)
ox O0FE,

AW = kg T Z dx. (20)
Si el parametro externo cambia de x1 a x9 tenemos que el trabajo cuantico
total esta dado por:

x2
W= k:BTZ/ 82 oL )da:. (21)

De forma explicita:

W = kT (Ln(Z(x2)) — Lu(Z(x1))) - (22)

B Posicion de equilibrio

Como se menciond en el texto, la posicion de equilibrio de la pared después
de la expansién no es simplemente x = m L/N como ocurre clasicamente.
Consideremos, por ejemplo, el primer caso no trivial N =3y m = 1. En
este caso, la funcién de particion para el compartimiento a la derecha de
la pared esta dada por Zy(L — x, 5) mientras que para el de la izquierda es
Z1(x, 3), ver Apéndice C. De esta forma, las fuerzas sobre la pared estan
dadas por:

Z n(z)

(, ox

- 2 02
h? g€ B s

4 M a3 n:1n Z(z,B)’

(23)
y
1 o BEN n(L—2) OET (L —x)
= ; HE-op
h2 (n +m22)
8M(L x)
T - l‘ 3 Z ZQ - Z, B
(24)

en donde se usé EL (L — ) = Ey(L — ) + En(L — 2) y unm =
(14 8.n)(n? +m?). En la Fig. B se muestra el comportamiento de F;(x)
y Fy(x) como funcién de x.
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0,00 0,25 0,50 0,75 1,00 1E-4 1E-3 0,01 0,1 1 10

. ' ; 0,45 L L L L 0,45
//—I—I-I
0,40 40,40
IRl IR K
/
0,35 40,35
—"

T T T 0,30 T T T T 0,30

0,00 0,25 0,50 0,75 1,00 1E-4 1E-3 0,01 01 1 10

« 1T

Figura 6. a) Comportamiento de |F;(x)| y |Fy(x)| para diferentes valores de « con L = 1.
Naturalmente la posicién de equilibrio esta dada por la interseccién de las dos curvas. b) Posicién
de equilibrio para diferentes valores de 1/T* = 8h%?n?/8 M L?. A medida que la temperatura
aumenta se recobra el limite cldsico [{7=1/3.

C Funcion de particion

C.1 N=1

En este caso, la funcion de particién antes de la insercion estd dada por:
o
Zy(L,B) =Y e FFn), (25)
n=1

con E,(L) = h*n?/8 M L?. Si la pared se coloca en la posicién = entonces
z1(x,B) = Z1(x,8) y z0(z,B) = Z1(L — x,3). Entonces, después de la
insercion y antes de la medicion, la funcién de particion estd dada por:

en donde z0(L/2,3) = z1(L/2,8) = Z1(L/2,3). Se puede concluir entonces
que (1(L/2,8) = 2Z(L/2,5). Por su parte, después de la expansién si

m = 0 se tiene x = [;7 = 0 por lo tanto:

(g%, B) = 20(Ig", B) = Z1(L, B). (27)

. e
De la misma forma, en el caso m =1, x = [’ = L:

Q" 8) = 21(l", B) = Zu(L, B). (28)
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Como consecuencia tenemos que:

fo(L/2) = z0(L/2,8)/C(L/2, B) = 1/2, (29)

fi(L/2) = z1(L/2,B)/i(L/2,8) = 1/2. (30)

C2 N=2

Consideremos ahora el caso de dos particulas. Antes de la insercion y
después de la remosién, el estado del sistema con dos bosones estd dado
por el ket simétrico:

In1,m2) ") = |ny,ng) + [ng,n1) (31)

mientras que en el caso de dos fermiones el estado esta descrito por el ket
antisimetrizado:
In1, 1)) = |y, n2) — |2, na). (32)

A partir de ahora se trataran de forma simultanea los casos de fermiones y
bosones. La funcién de particion Zy(L, 3) estda dada por:

1

Zo(L, ) =  {nm| =P BB ) (), (33)
por lo tanto:
1
Z(L,B) = 5 e MBI (1)
1
= (4L, 8)% + Z,(L,28)), (34)

el signo superior corresponde al caso de los bosones y el inferior al caso
de los fermiones. Consideremos ahora el caso en que hay una pared en la
posicion z. Hay tres posibilidades, las dos particulas quedan a la derecha
de la pared, las dos quedan a la izquierda o queda una particula a cada
lado de la pared. Claramente, la funcién de particion en los dos primeros
casos esta dada por:

20(x, B) = Zo(L — z, B), (35)

2o(x, B) = Za(x, B). (36)

En el caso en que cada particula queda a un lado de la pared la funcién de
particion se escribe como:
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z(z,B) =) e PE@TEL=) = 7, (2) 2, (L - x). (37)

m,n

Cuando la pared se inserta en la posicién = L /2, las expresiones anteriores
se reducen a:

ZO(L/276) = ZQ(L/QaB) = Z2(L/275)7 (38)

21(L/2,8) = Z1(L/2, )*. (39)
Asi mismo, después de la expansién tenemos que si m = 0:
2515, B) = 2118, B) = 0 y 20(I51, B) = Za(L, B). (40)

En el caso de m = 1:

20, B8) = 22(L", B) = Za(L/2, B), (41)

(1, 8) = Z1(L/2, 8)%. (42)

Finalmente, para m = 2 se cumple:
22151, 8) = Zo(L, B) y (57, B) = 21 (1%, 8) = 0. (43)

A partir de las Ecs. (35) y (36) es claro que las probabilidades de que las
dos particulas queden a la izquierda o a la derecha son iguales, es decir,
fo(L/2) = fo(L/2). Explicitamente:

ZO(L/Zaﬁ)
20(L/2,8) + 21(L/2,8) + z2(L/2, B)
z0(L/2, B)
220(L/2,8)+ z1(L/2, )
ZQ(L/27B)
275(L)2,8) + Z1(L/2, 3)?

fo(L/2) =

(44)

en donde Z1(L/2,8) vy Z2(L/2,B) estdn dados por las Ecs. (25) y (34)
respectivamente.
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