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Resumen

El teorema usual de la funcion abierta de Banach-Schauder afirma que toda funcion lineal,
continua y epiyectiva de un espacio de Banach en otro, es abierta. Este teorema originalmente
demostrado por Banach en 1932, lo demuestra nuevamente R. Megginson en [5] utilizando el lema
de Zabreiko [10]. Seguiremos un procedimiento similar para demostrar que toda funcion multivaluada
con valores cerrados, convexa, semicontinua superiormente y epiyectiva, es una funciéon abierta.
Ideas parecidas se utilizan para demostrar un teorema de grafica cerrada para procesos convexos y
cerrados en términos de semicontinuidad inferior.

Palabras clave: funcién multivaluada, procesos convexos, semicontinuos superiormente y
epiyectivos, y condiciones de Lipschitz.

Abstract

The usual open mapping theorem of Banach-Schauder affirms that every linear, continuous and
surjective open mapping from a Banach Space into another, is open. This theorem originally proved
by Banach in 1932, is proved again by R. Megginson in [5] using Zabreiko’s lemma [10]. We will
follow a similar aproach to prove that every multivalued function with closed values, convex, upper
semicontinuos and surjective is an open mapping. Similar ideas are used to prove a closed graph
theorem for a closed convex process in terms of lower semicontinuity.

Keywords: multivalued function, processes which are convex, upper semicontinuos and surjective,
and Lipschitz condition.

1 Introduccion

El estudio de las funciones multivaluadas cobré gran importancia a partir de
1960 debido a su introduccién en la modelacién de los sistemas econémicos y el
estudio de los problemas inherentes a la existencia de un equilibrio general. El
texto de Debreu G. [4] es en este sentido, paradigmatico. El texto de Aubin y
Frankowska [1] es una sintesis afortunada del desarrollo del analisis multivaluado
hasta el presente.

El teorema de la funcién abierta, en el lenguaje de hoy, expresa que si X y Y
son espacios de Banach (normados y completos) y f : X — Y es una funcién
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lineal, continua y epiyectiva, entonces esta funcién es abierta. Es decir, para todo
conjunto abierto A C X, f(A) C Y es un conjunto abierto. Este teorema es
demostrado por S. Banach en ([2] paginas 38-40), pero se le atribuye a Schauder
[8]. El teorema de la grafica cerrada, en el lenguaje de hoy, expresa que si X y Y
son espacios de Banach y f : X — Y es una funcién lineal cerrada, entonces esta
funcién es continua. Este teorema es demostrado por S. Banach en ([2] pagina 41).

En este articulo enunciaremos y demostraremos dos teoremas similares a los
anteriormente enunciados que llamaremos, respectivamente, teorema de la funcién
abierta y teorema de la grafica cerrada para las funciones multivaluadas convexas.
Sus enunciados son asi:

(A) Teorema de la funcién abierta para las funciones multivaluadas convexas.
Sean X y Y espacios de Banach y f : X — Y una funcién multivaluada
convexa, semicontinua superiormente, epiyectiva y con valores cerrados.
Entonces f es una funcién abierta.

(B) Teorema de la grafica cerrada para los procesos convexos. Sean Xy Y’
espacios de Banach y f : X — Y una funcién multivaluada cuyo dominio
efectivo es X (f (z) # 0 para todo x € X). Si esta funcién es un proceso
convexo y cerrado, entonces es semicontinuo inferiormente.

Teoremas similares con hipétesis diferentes se registran en muchos trabajos
recientes [1], [7] y [9]. Quisiéramos destacar que los métodos demostrativos que
utilizamos basados en el Lema de Zabreiko [5] y [10] no aparecen en la literatura.

Unas definiciones son pertinenentes ahora para explicar el contenido y alcance de
estos teoremas, antes de indicar el procedimiento escogido para las demostraciones.

Una funcién multivaluada de un conjunto X en un conjunto Y es una
correspondencia x — f(z) que a cada x € X le asigna un subconjunto f ()
del conjunto Y. Es posible que el conjunto f (z) sea el conjunto vacio. El dominio
efectivo de esta funcién es el conjunto de los x € X tales que f (x) # (). La gréfica
de la funcién multivaluada f es el conjunto «y (f) de las parejas (z,y) € X x Y
tales que y € f(x). Supongamos ahora que X y Y son espacios topoldgicos y
f X — Y es una funcién multivaluada. Diremos que esta funcién es semicontinua
superiormente en xg € X si para todo conjunto abierto W que contenga a f (zg),
existe un conjunto abierto V' que contiene a z( tal que f(x) C W para todo
x € V. Es semicontinua superiormente si lo es en cada punto zg € X. Diremos
que es semicontinua inferiormente en g € X si para todo conjunto abierto
W en Y que intercepte a f (xg) existe un conjunto abierto V' que contiene a xg
tal que f (z) N W # () para todo = € V. Es semicontinua inferiormente si lo es en
cada punto xg € X. La funcién multivaluada f es cerrada si su grafica v (f) es
un subconjunto cerrado de X x Y con la topologia producto. Esta funcién es de
valores cerrados si f (x) es un subconjunto cerrado de Y para todo = € X.

En los espacios de Banach hay unos conceptos especiales que definiremos en

seguida. Recordemos que un subconjunto C' de un espacio vectorial I' es un cono
si0eCytxre(C paratodot>0ytodozxeC.
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Sean X y Y espacios de Banach y f : X — Y una funcién multivaluada. Esta
funcién es convexa si su grafica v (f) es un subconjunto convexo de X x Y. Es un
proceso si f (Az) = Af (z) para todo A > 0y todo z € X,y Oy € f(0x). Es decir,
f es un proceso si y sélo si su grafica v (f) es un cono. Un proceso es lineal si su
grafica v (f) es un subespacio.

Hacemos notar que demostraremos versiones del t eorema de 1 a f uncion abierta y de
la grafica cerrada que recuerdan 1 as versiones de | os teoremas de 1 a funcién abierta
y de | a gréfica cerrada en el caso de 1 as f unciones | ineales monovaluadas. Pero1 a
conclusion que f es una f uncién abierta se puede obtener de otras hipotesis. Por
ejemplo, J. Aubin y H. Frankowska, suponiendo que f es un proceso cerrado,
convexo y epiyectivo, demuestran que f~!: Y —Xes una funcién | ipschitziana y de
aqui se deduce sin dificultad que f es una f uncién abierta ([1], Teorema 2.2.1, pagina
57).

En cuanto al método de demostracién de los teoremas (A) y (B), utilizaremos el
lema de Zabreiko [10], tal como lo hace R. Megginson en ([5] p. 44) para demostrar
el teorema de la funcién abierta para las funciones monovaluadas. El lema de
Zabreiko expresa que las seminormas numerablemente subaditivas en un espacio
de Banach son continuas.

Finalmente, haremos una breve descripcion del articulo. En la seccion 2 definiremos
los procesos convexos y cerrados. En la seccién 3 demostraremos el teorema
de la funcién abierta de Schauder y de la gréfica cerrada para las funciones
monovaluadas. En la seccién 4 se demuestra el teorema (A) de la funcién abierta
para procesos convexos, superiormente semicontinuos y epiyectivos y el teorema
(B) de la gréfica cerrada. En la seccién 5 se demuestra el teorema de la funcién
abierta para las funciones multivaluadas convexas, semicontinuas superiormente,
epiyectivas y con valores cerrados. En la seccion 6 se analizan los problemas
relacionados con la continuidad de la funcién inversa en términos de condiciones
de Lipschitz.

2 Procesos convexos y cerrados

La definicién de proceso cerrado y convexo se dié en la introduccion. Lo nuevo
en esta seccion es que se muestran propiedades basicas de tales procesos.

Definicién 2.1 Sean X, Yespacios de Banach y f: X — Yuna funcién multivaluada:

» Esta funcién es converasi su grafica v ( f) C XxYes convexa.
« Esta funcién es cerrada si su gréfica v (f) es un subconjunto cerrado de
X xY.

» Esta funcién es un proceso si su grafica v (f) es un cono.

» Esta funcién es un proceso lineal si su grafica -y (f) es un subespacio.
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» Esta funcién es un proceso convezro y cerrado si su grafica v (f) es un cono
convexo y cerrado.

Los enunciados siguientes estdn sin demostraciones en ([1] p.57). Realizamos
las demostraciones para comodidad del lector.

Teorema 2.2 Una funcio n multivaluada f: X—Y es conveza si y solo si
AM@)+ 1 =X f(y) CfAx+(1—=XN)y) para todo z,y € X y 0 <A< 1. (1)

Demostracion. Supongamos que f es una funciéon multivaluada convexa y
demostremos (1). Sea z = 21 + 22 € Af(x) + (1= N) f(y) con z1 € Af(z) y
2 € (L=X) f(y).

Entonces z1 = Aa € Af(x) para cierto a € f(z) y 22 = (1 —\)b para cierto
be f(y) con0<\<1. Esclaro que (z,a), (y,b) € v(f) y por tanto

Az,a)+(1=A)(y,0) v (f) yO<A<1
puesto que v (f) es conjunto convexo. Pero
AMzya)+(1=XN)(y, D)) =Az+ (1 =Ny, Aa+(1—=X)b)=Ax+(1—-)N)y,2)

y por consiguiente
Az + (1 =Ny, z) ev(f).
En consecuencia z € f (Ax + (1 — A) y). Hemos demostrado (1).

Ahora supongamos que (1) es cierto y demostremos que f es convexa, es decir
v (f) es un conjunto convexo de X x Y. Sean (z,a), (y,b) € v(f) y 0 < A <1,
entonces a € f (), b € f(y) y por tanto

A+ (1=XNbeAf(x)+(1—=X)f(y) con0<A<1.
De (1) tenemos que
Aa+(1-XNbefAz+(1-Ny)
y en consecuencia
A+ (1 =Ny, da+(1—=X)b) ev(f).
Por tanto
Azya)+ (1= (y,b) =AMz + (1 =Ny, a+ (1 =X)b) €y (f).
Teorema 2.3 Una funcion multivaluada f: X —Y es un proceso si y solo si para todo
z€ Xytodo >0, \f(z)=f(Ax) yOye f(0x).

Demostracién. Supongamos que f es un proceso y demostremos que A\f (z) C
f(Ax). Sea z € Af(z). Entonces z = Aa para algin a € f(z) y por tanto
(x,a) € v (f). Como 7 (f) es un cono por la definicién de proceso, se sigue que
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Az, a) = Az, a) € v(f)

y por consiguiente Aa = z € f (Ax). Hemos demostrado asi que A\f () C f (A\x).

Demostremos que f(Ax) C \f(z). Sea z € f(Az). Entonces (\z,z) € v(f) v
como 7 (f) es un cono,

AT Az, 2) = (2,37 2) e (f).

Hemos asf demostrado que A™1z € f (z) y por tanto z € \f (z). Hasta ahora hemos
demostrado que si f es un proceso entonces f (Ax) = Af (x) para todo z € X y
todo A > 0. Resta demostrar que Oy € f(0x). Como 7 (f) es un cono, entonces
(0x,0y) € v(f) y por tanto Oy € f (0x).

Supongamos ahora que f(Ax) = Af(z) y Oy € f(0x) si A > 0y z € X,
y demostremos que f es un cono. Sea (x,y) € ~v(f). Entonces y € f(z) y
Ay € Af (z) = f(Ax). Luego (Az, \y) € v(f). Ademés (0x,0y) € v (f). Hemos
demostrado asi que 7 (f) es un cono.

Definicién 2.4 Sean X, Yespacios de Banachy f: X—Y una funcién multivaluada:

A) Esta funcién es homogénea si para todo x € X y todo A > 0, A\f () = f (A\z)
y Oy € f(0x). Es decir si gréfica es un cono.

B) Esta funcién es subaditiva si f (z) + f (y) C f (z + y) para todo z,y € X.

Teorema 2.5 Una funcion multivaluada f: X—Y es un proceso convexo siy solo si
es homogénea y subaditiva.

Demostracion. Supongamos que f es un proceso convexo. Esto implica, por el
teorema 2.3, que es homogénea. Demostremos que es subaditiva. Sean z,y € X y
0 < X <1 entonces

AM@)+A=Nfy)SfQz+(1-Ny).

1
SiA= 3 entonces

@+ 5 s 5o+ ).

Pero
1 1 1
f (233‘1'22/) = §f(:v—|—y)
puesto que f es homogénea por ser un proceso.

Luego

(f (@) + f(y) € 5f(z+y) yportanto f(z)+ f(y) C f(z+y).

N | —
N | =
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Ahora supongamos que f es homogénea y subaditiva y veamos que f es un proceso
convexo. Por el teorema 2.3 tenemos que f es un proceso, y resta demostrar que
su grafica v (f) es un conjunto convexo. Es claro que

fQz+ (1 =Ny 2 f(Az)+ f((1=A)y) por B

=Af (@) + (1 =A) f(y) por A.

Corolario 2.6 Si f: X — Y es un proceso convexo y B es convezo, entonces f (B) es
convezo.

3 El teorema de la funcion abierta tradicional de Banach-Schauder para las
funciones monovaluadas

Demostraremos que si f es una funcién lineal, continua y epiyectiva de un
espacio de Banach X en otro espacio de Banach Y, entonces es una funcién abierta.
Aunque parezca redundante, esta demostracién, segun el procedimiento utilizado
por R. Megginson en [5], ejemplifica el método demostrativo que utilizaremos en
el caso de las funciones multivaluadas en las secciones siguientes. Esto justifica la
inclusion en el articulo.

Definiciéon 3.1 Un subconjunto D de un espacio vectorial Yes absorbente si para
todo y € Yexisteun s > 0 tal que sy € D.

Observaciones 3.2

1) Si D es absorbente, entonces Oy € D. En efecto, si y = 0 entonces existe un
s tal que sy =0 € D.

2) Es fécil ver que si D es convexo y sy € D, con s > 0, entonces ty € D si
0 <t < s. En efecto, ty = (ts_l) sy. Sits™t = r, entonces 0 < r <1y
(1=7r)0y +7(sy) =ty € D.

Teorema 3.3 (Megginson, 1998 [5]) Tbdo subconjunto convexo, cerrado y
absorbente de un espacio de Banach es una vecindad de cero.

Demostracion. La demostracién es una variante de la ofrecida en el texto citado.
Sea D un subconjunto cerrado, convexo y absorbente del espacio de Banach Y. El
conjunto £ = D N (—D) es convexo, cerrado y absorbente. Ademads es simétrico,
es decir, si x € F, entonces —x € E. Como E es convexo y absorbente, para todo
y €Y existe un n € N tal que n~'y € E y por tanto y € nE. Hemos demostrado
que Y = U nE. Como Y es un espacio métrico completo, por el teorema de
neN

Baire int (nE) # () para algiin n € N. Si a € int (nE), entonces n~'a € E porque
la funcién y — Ay es un homeomorfismo para todo A # 0. Hemos demostrado que
int (E) # 0. Como int (E) es un conjunto abierto no vacio, entonces

1 1
U= gint (E) + iint (—FE) es un conjunto abierto.
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Ademas

1 1 1 1 1 1
0cU=-int(E)+ -int(-E)C ~E+ - (—E)=-E+_-ECECD
€ 21n()+21n( )_2 +2( ) sE+sECES

1 1
puesto que F es convexo y por tanto §E + §E CFE.

Lema 3.4 (de Bourbaki) Sean X Y espacios de Banach y f: X—Y lineal, continua y

epiyectiva. Si V es una vecindad de Ox , entonces f (V') es una vecindad de Oy .
(ver Bourbaki [ 3], Lemmel, 1.18)

Demostracidn. Sean € > 0 tal que {x € X: |z|| <e} =WCV. Lo primero que

demostraremos es que D=f (V') es un conjunto convexo, cerrado y absorbente.

i) f (W) es convexo. Sean y, z € f (W). Tenemos que demostrar que
ty+(1—t)ze f(W) con0<t<1.

En efecto, existen a,b € W tales que y = f(a) y z = f(b) y por linealidad
de f
fla+(1=t)b)=ty+(1—t)ze f(W)

porque ta+ (1 —t)be W.

ii) D = f(W) es convexo. En efecto, la adherencia de cualquier conjunto
CONVEXO €S CONVEXO.

iii) D es absorbente. Sea y € Y. Como f es epiyectiva, existe un z € X tal que
y = f(z). Como W es absorbente, existe un s > 0 tal que sz € W y por
tanto

fsw)=sf(z)=sye f(W)CD.

Por el teorema 3.3, f (W) = D es una vecindad de cero y por tanto f (V) D D

es una vecindad de cero.

Definicién 3.5 Sea Xun espacio vectorial. Una funcién p : X—R es subaditiva si p
(x +y) <p (x) + p (y) para todo z, y € X; es positivamente homogénea si p

(Ax) =Xp (z) para todo A > 0; es sublineal si es subaditiva y positivamente
homogénea; es una seminorma si es subaditivay p (Az) = |A| p (z).

Si p es sublineal, entonces p (0) = 0. Se demuestra facilmente que toda funcién
sublineal es convexa. Una condicién suficiente para que p(0) = 0 es que p sea
positivamente homogénea.

Observacion 3.6 Sea p una funcién subaditiva.

1) Por induccién se demuestra que
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P <Zxk> <> plaw). (2)

k=1

2) Si X es un espacio normado, la sucesién (), es sumable y p es continua
y positiva, entonces

) (z) < plaw). o)

neN neN

Una funcién p : X — R es o-subaditiva si satisface la condicién (3) para toda
sucesién sumable (z,,),, -

3) No es cierto en general que una funcién c-subaditiva sea continua. Se
requiere hipotesis adicionales como las que hacen parte del lema siguiente.

Teorema 3.7 (lema de Zabreiko [10]) Toda funcion sublineal o-subaditiva y
positivamente definida (p(x) > 0 para todo x) en un espacio de Banach es
continua.

Demostracion. Sean X un espacio de Banach, p : X — R una funcién sublineal
o-subaditiva y positiva. Sea T' = {x € X : p(z) < 1}. Este conjunto es convexo y
absorbente y por tanto T es convexo, cerrado y absorbente. Por el teorema 3.3, T
es una vecindad de cero y por tanto existe un r > 0 tal que {x € X : ||z| < r} =
B, C T. Demostraremos que para todo € > 0 existe un 6 tal que 0 < § < 7
y p(z) < esi ||z < 6. Sea x € B,. Como B, C T, existe un 1 € T tal que

|z — 21| < 271r. Ahora,
r—mr €27'B, C27'T =2-1T
y por tanto existe un x5 € 27T tal que

|z —z1 — 2o < 2727

Avanzando un paso més en el proceso, existe un xz € 2727 tal que
-3
|z — 21 — 29 — 23| <2777

Continuando con el proceso inductivo se construye una sucesion (z,,),,cy tal que

n
Ty € o~ (=1 vy |lx— Zxk < 27",
k=1

Se deduce entonces que

p(zn) <27 Y paratodony z = Zg}n_

n

Como p es o-subaditiva, se concluye que
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p(z) < Zp(xn) < 22_(”_1) = 2 para todo x € B,.

: L re
Podemos ahora terminar la demostracién. Dado € > 0, sea § = 5 Luego ||z] < d

2
implica () z|| < ry por tanto
€

p((i)x) <2 ypl) <e

Hemos demostrado que p es continua en x = 0. De lo anterior se deduce que p
es continua. En efecto, sea a € X y demostremos que p es continua en a. Para
demostrarlo, sea € > 0. Existe un r > 0 tal que p(z) < € si ||z]| < r. Ahora si
|lz|| < r entonces

pla+z) <p(a)+p(x)<pla)+ey platz)-—pla)<e
Por otro lado, a = (a + x) + (—x) y si ||z|| < r, entonces
pla) <pla+z)+p(-z)<plat+z)+ey pla)—platz)<e

En suma,
lpla+a)—p(a)] <esi [lzf| <,

lo que demuestra que p es continua en a.

Teorema 3.8 Sean Xy Y espacios de Banach. St f: X—Y es una funcion lineal,

continua y epiyectiva, entonces la funcionp : Y—Rdefinida por
p(y) =d(0x,f" (y) = mf {|lz] ;€ f7' ()}
es una seminorma o-subaditiva y continua. Ademds, si
U={xe X :||z|]| <1} entonces f(U)={yeY :p(y) <1}

es un conjunto abierto y convexo.

Demostracion. Como f es epiyectiva, para cada y € Y existe un x € X tal que
y = f(z) y por tanto f~1 (y) # () para todoy € Y.

i) Es inmediato que p > 0.
ii) p es una seminorma. Si y € Y, sea x € X tal que y = f (x). Entonces
fQz) =Af(z) =Xy
y por tanto

p (M) < Azl = Al 2] para todo z € f~" (y),

IN

lo que implica que p(\y) [A|p(y). Ahora, por lo que acabamos de

demostrar,
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pW)=p(A0W) <A pw) v NP <p(y).

(
Hemos demostrado que p (A\y) = || p (y). Demostremos que p es subaditiva.
Sean u,v € Y y sea € > 0. Existen a € f~1 (u) y b € f~! (v) tales que

lall <pw)+5 v [l <p()+ 3.
Como f(a+0b) = f(a)+ f(b) = u+ v, entonces
p(u+v) <|la+b| <|al+ o] < p(u)+p(v) + € para todo € > 0,
lo que significa que p (u+ v) < p(u) + p (v). Finalmente, demostremos que

p(0) = 0. Si A > 0, entonces p(A0) = Ap(0) = p(0) y no es posible que
p(0) > 0 pues si A = 2 entonces 2 = 1, lo que es una contradiccién.

iii) p es o-subaditiva. Para demostrar este enunciado, sea E Y, una serie

n
convergente en Y y demostremos que

p (Zﬂ:yn> < Zn:p(yn)-

Si Zp (yn) = o0, el enunciado es obvio. Supongamos que Zp (yn) < o0y
n n
sea € > (. Para cada y,, existe un z,, tal que y, = f (z,) y

|zl < p(yn) + 2% y por tanto la serie Z |xn|| es convergente.

n

Ello implica que la serie Z Ty es convergente. Sea x su limite. Entonces,

f(il?) :f(zxn> :Zf(xn)zzyn:y

Por la definicién de p, p (y) < ||z|| para todo x € X y por tanto

p <Z y> <zl = || > waf < D lloal <3 (pwn) + 57 ) < D p(n)+e.

Como € > 0 es arbitrario, hemos demostrado que p <Z yn> < Z P (Yn).
n n

Demostremos la segunda parte del teorema. Sea y € f (U). Entonces y = f (a
para algin z € U tal que ||z| <1

py) <=zl <1.
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Si p (y) < 1, entonces existe un z € f~1 (y) tal que ||z|| < 1 y por tanto y € f (U).
Como p es continua por el lema 3.7, se concluye que el conjunto {y € Y : p(y) < 1}
es abierto.

Teorema 3.9 (de la funcion abierta de Schauder) Sean Xy Y espacios de Banach. Si |
X =Y es una funcion lineal, continua y epiyectiva, entonces f es una funcion abierta.

Demostracion. Sea U = {x € X : ||z|| < 1}. Por el teorema 3.8,
fU)={yeY :p(y) <1} es abierto,

donde
p(y) =d(0x, ' (y) =if {JJzf| : 2 € 7" (y)}

Luego existe un 7 > 0 tal que B, ={y € Y : |ly|| < r} C f (U). Sea A un conjunto
abierto de X y demostremos que f (A) es abierto. Sea b € f (A). Entonces existe
un a € A tal que b = f (a). Como A es abierto existe un € > 0 tal que a+€eU C A.
Como f es lineal, entonces

f(A) 2 fla+el) = f(a) +ef (U)2b+eBy,
lo que demuestra que f (A) es abierto.

Los teoremas que siguen son corolarios del teorema de la funcién abierta de
Banach.

Teorema 3.10 Sean Xy Y espacios de Banach. Si f: X—Y es una funcion lineal,
continua y biyectiva. Entonces g =f~': Y—Xes lineal y continua y por tanto f es un
isomorfismo topologico. Ademds existen constantes o, 5> 0 tales que

allf @y <llzlly <BIf @)y
para todo x € X.

Demostracion. Es claro que f es lineal y epiyectivay g~! = f. Si A C X es abierto,
entonces B = f (A) es abierto y por tanto g=1 (4) = f (A) = B es abierto, lo que

Ademuiectra £~1 aq cantinnia T.a ceoninda narte eg inmediata

Teorema 3.11 Sean Xy Y espacios de Banach. Si f: X—=Y es una funcion lineal,
continua y epiyectiva y si N=f~1 (0y) es el miicleo de f, entonces la funcién

FiX/N =Y, @ f(i)=f()
es un isomorfismo topolégico.

Demostracion. Como N es un subespacio cerrado porque f es continua, entonces
X/N con la norma cociente es un espacio de Banach y f es continua y biyectiva y
por el teorema 3.10 es un isomorfismo topolégico.
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Teorema 3.12 Sean Xy Yespacios de Banach. Si f: X—Y es una funcion lineal,
continua y epiyectiva, entonces f~1: Y —X (como funcién multivaluada) es
semicontinua inferiormente y existe una constante l > 0 tal que implica

p(y) =d(0x,f " () <yl para todo y €Y. (4)

Con mayor generalidad, si b= f (a) entonces

d (a, f! (y)) <l|ly—0b| para todo y €Y. (5)

Demostracion. Demostremos que ¢ = f~! es semicontinua inferiormente. Sean

b €Y y W un abierto en X tal que g(b) N W # (). Debemos demostrar que
existe una vecindad abierta V' de b tal que g (y) N W # () para todo y € V. Por el
teorema 3.9 de la funcién abierta, f (W) =V es una vecindad abierta de b ya que
f (g (b)) ={b}. Es claro que si y € V entonces f (w) =y para algin w € W y por
tanto g (y) N W # ().

Demostremos (4). Sea y € Y. Recordemos que si U = {zr € X :|z| <1},
entonces f(U) = {ye€Y :p(y) <1}. Sea r > 0 tal que B, C f(U). Como
z= ﬁ y € By, entonces p(z) < 1y por tanto z = f (x) para algin z € U,

Y
lo que implica que

p) = (51 ) P <1 v po) <t

donde [ = (g>_1.

Ahora demostremos (5). Si z € f~! (y), entonces f (2 —a) =y — b y por tanto
FHy) —aCf T y—b).
Si z € f~ (y — b), entonces
f2)=y=b y f(z+a)=y
luego a+z € f~1 (y) y z € f~1 (y) — a. Por consiguiente,
FHy=b <ty -a

Por la inclusién al final de la demostracién del teorema 3.9 se obtiene la igualdad
deseada.

Finalmente demostraremos el teorema de la grafica cerrada.

Si X y Y son espacios topoldgicos de Hausdorff y f : X — Y es una funcién
continua, entonces 7y (f) (grafica de f) es un subconjunto cerrado de X x Y. En
efecto, si (x,y) ¢ v(f), entonces y # f (z) y por tanto existen vecindades abiertas
Vdeyy W de f(z) tales que VNW = (. Por la continuidad de f, existe
una vecindad abierta U de x tal que f(U) C W y por tanto U x W es una
vecindad de (z,y) tal que (U x W) N~ (f) = 0. Es decir, v(f) es cerrado. El
enunciado reciproco de este enunciado no es cierto en general. La gréafica de la
funcién f : R — R definida por
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CRIH

es cerrada, pero la funcién indicada no es continua. De ahi la importancia del
teorema siguiente.

Teorema 3.13 (de la grdfica cerrada) Sean Xy Y espacios de Banachy f: X—Y una
funcién lineal. Entonces f es continua siy sélo sivy ( f) (grifica de f) es cerrada.

Demostracion. Por lo dicho antes del enunciado del teorema, si f es continua
entonces G = 7 (f) es cerrado. Supongamos que v (f) = G es cerrado. Por la
linealidad de f, G es un subespacio de X X Y que es cerrado por hipdtesis y por
tanto es subespacio de Banach. La funcién (z, f (z)) — x = u(z, f (z)) de G en
X es lineal. Es ademaés continua porque la proyeccion

px X xY =X, (z,y)—px(z,y) =2

es continua. Como u es biyectiva, entonces u~! : X — G es lineal y continua por
el teorema 3.10. La funcién v : G — Y definida por v (z, f (z)) = f (x) es lineal y
continua, pues es la restriccion a G de la proyeccién

py 1 X xY =Y, (z,y) = py (z,9) = y.
Por consiguiente, f =vou~!: X — Y es continua.

Observacion 3.14 Si X es un espacio de Banach, Yes un espacio normadoy f: X
— Yes lineal, continua y epiyectiva, entonces f es abierta si y s6lo si Yes completo.
En efecto, por el teorema 3.11, no es posible que f sea abierta y Yno sea completo: el
espacio de Banach X /N seria isomorfoa Y.

El ejemplo siguiente, bien conocido, aclara la situacién. Sean I = [a,b] y C (I) el
espacio vectorial de las funciones continuas de I en R. En este espacio consideramos
las normas siguientes:

|z||,, = sup |z (¢)| (norma del supremum) y |lz||;, = / |z ()| dt (norma de la integral).
tel a

Es bien sabido que (C (1), ||||,,) es completo. Consideremos la funcién
j: ), |lls) =€), ]lll), j(x)== (lafuncién idéntica).

Esta funcién es un isomorfismo algebraico. Es ademas continua puesto que

b
i@l = [l @0)]de < suplo ()] (b= ) = (0= a) .

Demostremos que j no transforma abiertos en abiertos. Argumentemos por
contradicciéon y supongamos que j transforma abiertos en abiertos. Como
B ={xeC():|z|, <1} es ||| -abierto, entonces j (B) = B es ||||;-abierto
y por tanto existe un r > 0talque T'={z € C(I) : ||z||; <r} C B.Sea0 <e<r
y consideremos la funcién
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0 si a<t<b—e
z(t) =4, :
2 (t—(b—¢€)) sib—e<t<b

Entonces x|/, =2y [|z|; = € < r, lo que es una contradicciéon porque j (B) D T
A la luz del teorema de la funcién abierta de Banach, lo anterior indica que
(C(I),||ll;) no es completo, es decir, no es un espacio de Banach. También se
deduce de lo expuesto que

J7h €@ ) = €@ )

no es una funcion lineal continua.

4 Teorema de la funcion abierta para procesos convexos

Utilizaremos los mismos métodos de la seccion anterior debidamente adaptados
a la nueva situacién. Utilizaremos:

i. El teorema 3.3 que expresa que todo subconjunto convexo, cerrado y
absorbente de un espacio de Banach es una vecindad de cero.

ii. El lema de Bourbaki 3.4 debidamente adaptado para los procesos convexos.

Lema 4.1. (de Bourbaki para procesos convexos) Sean X yY espacios de Banach
y f: X — Y un proceso convero y epiyectivo. Si V es una vecindad de Ox,

entonces f (V) es una vecindad de Oy .

Demostracion. Sea € > 0 tal que {x: ||z|| < e} = W C V. Por el teorema 3.3 es
suficiente demostrar que D = f (W) es un conjunto convexo, cerrado y absorbente.

i) f (W) es convexo. Sean y, z € f (W) y demostremos que
ty+(1—t)ze f(W) con0<t<1.

Existen a,b € W tales que y € f(a) y z € f(b). Es decir (a,y) y
(b,z) € v(f). Como f es un proceso convexo, entonces su grafica es un
conjunto convexo y por tanto

tla,y)+ (1 —=1t)(byz) =(ta+ (1 —-t)bty+(1—t)2z) ey (f) si0<t<1.
Como W es convexo, entonces ta+ (1 —t)be Wy

ty+(1—t)ze fta+(1—=t)b) C f(W) si0<t <1,

ii) f(W) = D es conjunto convexo. La adherencia de un conjunto convexo es
CONVEXO.

iii) D es absorbente. Sea y € Y. Entonces existe z € X tal que y € f (z) por
ser f epiyectiva. Como W es absorbente, existe un s > 0 tal que sx € W'y
como f es un proceso, entonces f (sx) =sf (x) CWysye f(W)C D.
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Lema 4.2 Sean X yY espacios de Banach. Si f: X — Y es un proceso convezo,

epiyectivo y cerrado entonces la funcion p: Y — R definida por

p(y) =d0x,f " (v) =mf {[lz]| :z € f~' ()}

es sublineal, positiva, o-subaditiva y continua. Ademds si

U={zxe X :|z|| <1} entonces f(U)={ye€Y :p(y) <1}

es un conjunto abierto y convexo.

Demostracion. Como f es epiyectiva, para cada y € Y existe un z € X tal que
y € f(x) y por tanto f~! (y) # 0 para todo y € Y.

i)

Es inmediato que p > 0.

ii) p es sublineal y p (0) = 0. Demostremos que p es positivamente homogénea.

iii)

Sea A >0.Siye€Y,seax € X tal que y € f(x). Entonces A\y € A\f (x) =
f (Az) porque f es un proceso y por tanto

p (M) < |[Az| = Allz|| para todo z € f~ (y),
lo que implica que p (Ay) < Ap (y). Ahora por lo que acabamos de demostrar

p)=p(A ") <A p(N\y) ¥y A(y) <p(y).

Hemos asi demostrado que Ap(y) = p(\y). Demostremos que p es
subaditiva. Sean u,v € Y y sea ¢ > 0. Como f es epiyectiva, f=!(u) y
£~ (v) no son vacios. Sea a € f~! (u) ybe f~1(v)

tales que

€ €
lall <p@)+5 v bl <p)+ 5.

Ahora, por el teorema 2.5, f(a+b) O f(a) + f(b) por ser f un proceso
convexo. Como u € f(a) y v € f(b), entonces u +v € f(a+0b) y por
consiguiente,

p(u+v) <|la+b|| <|al+]bll <p(u)+p(v)+ e para todo € > 0,

lo que significa que p (u+v) < p(u) + p(v).

Demostremos que p es o-subaditiva. Para demostrar este enunciado, sea
E Yn una serie convergente en Y, digamos y = E Yn. Demostremos que

P <Zyn> <> p(yn).

Si Zp (yn) = 00, el enunciado es obvio. Supongamos que Zp (yn) < o0y
n

n
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sea € > 0. Para cada y,, existe un x,, tal que y, € f (z,) v ||zn] < p (yn)+2in

y por tanto la serie Z ||x,|| es convergente. Ello implica que la serie Z T

n n

n n
es convergente. Sean b, = E T Y Zn = E yr. Como f es un proceso
k=1

k=1
convexo, entonces
n

A ED IS ED T
k=1

k=1
y por tanto (by,z,) € v (f). Ahora, v (f) es un subconjunto cerrado de
X xY porque f es un proceso cerrado por hipétesis. Como z, — y = Z UYn

n

yb, > x= Zmn, entonces (z,y) € v (f) y por tanto
p (Z yn) an
< Y lwall <37 (pn) + 55 ) = Dop(wa) + e

Como € > 0 es arbitrario, hemos demostrado que
P (Z yn> <> p(yn)
n n

y por tanto hemos demostrado que p es sublineal, positiva y o-subaditiva. Por el
lema 3.7 de Zabreiko p es continua.

p(y) < llz] =

Demostremos la segunda parte del teorema. Sea y € f (U). Entonces y € f ()
para algun = € U tal que ||z|| < 1 y por consiguiente p (y) < ||z|| < 1. Sip(y) <1
entonces existe un z € f~! (y) tal que ||z|| < 1 y por tanto y € f (U). Como p es
continua, se concluye que {y € Y : p(y) < 1} es abierto.

Definicién 4.3 Un espacio topoldgico (X, 7) es un espacio de Tychonoff (T-espacio)
(espacio completamente regular) si para todo punto x € Xy todo subconjunto
cerrado C'de Xque no contenga a x, existe una f uncion continua f: X—0, 1] tal que

f(2)=0y flo=L1.
Un espacio métrico es espacio de Tychonoff. En particular, un espacio de Banach es

un espacio de Tychonoff. Si Xes completamente regular, C'es cerrado y y&:= C
entonces existen vecindades abiertas Uy V tales que x € U CCVy UN V=().
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Teorema 4.4 Sean Xy Y espacios topoldgicos.

(1) Supongamos que Y es un T-espacio. Si f : X — Y es una funcion
multivaluada, semicontinua superiormente y f (x) es un subconjunto cerrado
para todo x, entonces la grdfica v (f) es un subconjunto cerrado.

(2) Sif:X —Y esuna funcion multivaluada cerrada, entonces f (x) es cerrado
para todo x € X.

Demostracion. Demostremos (1). Supongamos que (z,y) ¢ ~(f). Entonces
y ¢ f(x) = C. Como Y es espacio de Tychonoff, existen vecindades U y V tales
quey e Uy CCVyUNV =0. Como f es semicontinua superiormente, existe
una vecindad abierta W de x tal que f () C V para todo z € W. Por consiguiente
W x U es una vecindad de (z,y) tal que (W x U) N~ (f) = 0.

Demostremos (2). Sea y € f(x). Entonces existe una red (y¢),cp en f(z) que
converge a y. Como y; € f (), entonces (z,y:) € v (f) v (z,y:) — (x,y), asi que
(z,y) € v(f) y por tanto este conjunto es cerrado.

Teorema 4.5 (de la funcion abierta de Banach para procesos convezxos) Sean Xy'Y
espacios de Banach y f : X — Y un proceso convexo, epiyectivo y semicontinuo
superiormente. Si f (x) es cerrado para todo x € X, entonces este proceso es
abierto. Es decir, si A es un subconjunto abierto de X, entonces f (A) es un conjunto

abierto de Y. Ademds, la funciéon inversa f~' =g : Y =X es semicontinua
inferiormente.

Demostracion. Por el teorema 4.4, la grafica v (f) es cerrada. Sea p : ¥ — R
definida por

py)=dO0x, " (y)) =imf {|lz| :z € f (v}

la funcién del enunciado del lema 4.2. Es claro que si U = {x € X : ||z| < 1},
entonces f(U) ={y €Y : p(y) < 1} por el lema 4.2 es abierto y por tanto existe
un r > 0 tal que

Br={yeY: |yl <r}CfU).

Sea A un subconjunto abierto de X y demostremos que f (A) es abierto. Sea
b e f(A). Entonces existe un a € A tal que b € f (a). Como A es abierto, existe
un € > 0 tal que a + eU C A. Como f es un proceso convexo, entonces

fA) D fla+eU)D f(a)+ef (U)Db+eB,.

Es decir, para todo b € f (A) existe una vecindad V' = b+ eB, contenida en f (A).
Esto demuestra que f (A) es abierto.

Demostremos la tdltima parte. Sean b € Y y W un subconjunto abierto tal que
f7Y()NW # (. El conjunto V. = f (W) es abierto y b € V. En efecto, si
a€ f~L(b)NW, entonces b € f(a) CV.Siy eV, entonces y € f (w) para algin
weWywe f~H(y)nW £ 0.

El dominio efectivo de una funcién multivaluada f : X — Y es el conjunto de
los x € X tales que f (z) # (). Denotaremos por Dom al dominio efectivo de f.
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Lema 4.6 Sean X y Y espacios de Banach. Si f: X — Y es un proceso convezo,
cerrado y epiyectivo, entonces g =f~': Y —Xes un proceso convezo, cerrado y
epiyectivo.

Demostracion. En primer lugar, g es un proceso pues si x € g (\y) entonces

A€ flz)yyedf(z)=f (\ o).
Luego A\~ 'z € g (y) y # € Ag (y). Hemos demostrado que g (A\y) C \g (v).

Ahora, g(y) =g (A1 (Ay) S A'g(Ay) y por tanto Ag (y) C g (\y). La gréfica
de g es v(9) ={(y,x) 1z € g(y) cony € Dom(g)}
v la grafica de f es el conjunto

v(f) ={(z,y) :y € f(x) conz € Dom(f)}.

Ahora, la funcién ¢ : X xY — Y x X definida por ¢ (z,y) = (y,x) es un
isomorfismo topolégico y por tanto ¥ (v (f)) = 7 (g) es convexo y, ademds, cerrado
si v (f) es cerrado.

El teorema 4.4 informa que en los espacios de Tychonoff las f unciones multivaluadas
semicontinuas superiormente son cerradas (tienen grafica cerrada). El t eorema 3.13
de la grafica cerrada para las funciones monovaluadas expresa que las funciones
lineales de grafica cerrada son continuas. En suma, si Xy Yson espacios de Banach y
f: X—=Y  entonces f es continua si y s6lo si es cerrada. Un teorema similar es
valido para los procesos convexos. Antes de enunciarlo demostraremos el lema
siguiente cuya demostracion es similar a la demostracion del lema 4.2.

Lema 4.7 Sean X yY espacios de Banach y f: X — Y un proceso convexo y cerrado
tal que f (x) # 0 para todo x € X. Para cadax € X definimos

p(z) =if{[lyl:y e f(2)}.
Entonces p es sublineal, o-subaditiva vy continua. Ademds, si U =
{fyeY: |y <1} yT = {x e X :p(x) <1}, entonces f(z) NU # 0 para todo
zel.

Demostracion. Basta seguir paso a paso la demostracion del lema 4.2.
Demostraremos la dltima parte. Si x € T', entonces p (z) < 1 y existe por tanto un
yeY talque |ly||<1lyye€ f(x). Esclaroque y € f(z)NU.

Teorema 4.8 (de la grafica cerrada para los procesos convezros) Sean Xy Y espacios
de Banach y f: X—Y una funcién multivaluada tal que f () /=0 para todoz € X Si
f esun proceso convexo y cerrado, entonces f es semicontinuo inferiormente.

Demostracion. Para cada © € X definimos

p(w)=yei?(fx)HyHy U={yeY: |y <1} yT={zxcX: :p(x) <1}

como en el lema 4.2
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Sean W C Y un subconjunto abierto y a € X tal que f(a) "W # (). Sea
b e f(a)NW. Entonces b+ eU C W para algin € > 0. Sea V = a+ €T". Como p es
continua, entonces T' es un conjunto abierto en X y por tanto V' es una vecindad
abierta de a. Si z € V, entonces x = a + et para algtin t € T. Como f es convexo,
entonces

f(x)Df(a)+ef(t)>b+ et paraalginy e UN f(t).

Luego b+ey € b+eU C W y b+ey € f (x). Hemos demostrado asf que f (z)NW # ()
para todo x € V.

5 Teorema de la funcion abierta para funciones multivaluadas convexas

Las funciones multivaluadas convexas necesitan de un tratamiento especial
debido a la ausencia de homogeneidad. Hemos tratado de preservar el esquema
anterior para los procesos convexos en los que la homogeneidad es crucial.

En la demostraciéon del lema siguiente conviene observar que si Ty S son
subconjuntos convexos y absorbentes de un espacio de Banach X y ambos
contienen a Ox, entonces S NT es convexo y absorbente.

Lema 5.1. Sean X, Y espacios de Banachy f : X — Y una funcion multivaluada
convera, epiyectiva y supongamos que Oy € f(0x). Si B ={x € X :[jz[| <1} y
T = f(B), entonces Oy es un punto interior de T.

Demostracion. Observemos que T' = f (B) es convexo porque f es una funcién
convexa. Sea L, = nB. Entonces

1 1
(1—>OX—|—Ln:B
n n

y como f es una funcién multivaluada convexa, entonces

P82 (1= 1) 004 272 (1= 1) 0y 4 2f (L) = 2F (L)

n

T=f(B)2 lf(nB) = nT =nf(B)2 f(nB) para todo n.

Como X = UnB entonces Y = f (X Uf (nB) CUnT Sea E = Tﬂ( T)

Como Ty T son convexos y absorbentes por ser f ep1yect1va y convexa y, ademas,
contienen a Oy, entonces TN (—T') es convexo y absorbente por la observacién
afirmada al comienzo del enunciado. Luego F es convexo, cerrado y absorbente

yvY = U nE. Por tanto E es convexo, cerrado y absorbente. Podemos aplicar el

n
teorema de Baire y concluimos que int (nE) # () para algiin n € N y por tanto
int (E) # (. Ahora,
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1 1
U= §int (E) + iint (—F)

es un conjunto abierto puesto que int (E) y int (—F) son abiertos. Ademés
L 1. 1 1
Oy €U = imt(E) + §mt(_E) C §E—f— 5 (—E).

_ _ 1 1
Por otro lado F=—F porque FE=1TN (—T) y §E + §E = F puesto que E es

convexo, en consecuencia
1 L 1 1
Oy €U = §1nt (E) + §1nt (—F) C 5E—|- 3 (—E)

1,1 o
=3E+3E=E=Tn(-T)CT

lo que demuestra que Oy es un punto interior de T

Lema 5.2 Sea T'un subconjunto convezxo de un espacio de Banach X tal que si

o0
- . —n .y
(Vn)pen, €8 una sucesion en T y la serie E 27", converge, entonces su limite
n=0
estd en 2T. Si Ox es un punto interior de T, entonces es un punto interior de T'.

Demostracion. Sea B = {x € X : ||z| < 1}. Existe por hipdtesis un r > 0 tal que

1 _
rB C iT' Demostraremos que rB C T. Sea y € rB. Entonces 2y € 2rB C Ty
por tanto existe un ug € (2y +rB) NT. Es decir,

up €T vy |2y — up|| < .

T, existe u; tal que

1
Como2y—u0€7’B§§

1
uj € iT v |2y —up —up]] < g

Se procede inductivamente para construir una sucesion (u,,) neNo tal que

n

QQ—ZW

k=0

< .

1

Sea v,, = 2"u,,. Entonces (Un)nGNo es una sucesién en T tal que
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Por consiguiente Z 27", = 2y y por hipétesis 2y € 2T, asi que y € T. Hemos

neNg
asi demostrado que rB C T'. Por tanto Ox es un punto interior de T

Teorema 5.3 Sean X, Y espacios de Banach. Si f : X —=Y es una funcion

multivaluada conveza, cerrada y Oy € f(0x), entonces la funcionp : Y—R
definida por
p(y) =d(0x, [~ (y)) (6)
es positiva, convera y continua. Ademds, si
B={zeX:|z|]| <1}, entonces f(B)=T={yeY :p(y)<1}. (7)

Demostracion. La demostracién de (7) es imediata a partir de la definicién de p.
Demostraremos la primera parte del teorema.

En primer lugar, p(y) > 0 para todo y € Y por la definicién misma de p.
Demostremos que p es convexa. Sean y1, y2 € T'y € > 0. Existen by, by € X tales

que y1 € f(b1) yy2 € f(b2)y
€ €
)+ 5>l ¥ plm)+ 5 > )l
Por consiguiente, si 0 <t < 1, entonces

[tby + (1 = £) ba|| < Eflbofl + (1 =) [[ball < tp (y1) + (1 — 1) p(y2) + €

para todo € > 0. Luego

[tbr + (1 =) ball < tp(y1) + (1 = 1) p (y2)
si 0 <t < 1. Como f es convexa, por el teorema 2.2 concluimos que
tf (b1) + (1 =) f (b2) € f(tby + (1 — ) ba)
y por consiguiente
tyr + (1= t)y2 € f(thr + (1 —1)ba).
Podemos concluir ahora que

pltyr + (1 =1)y2) < [Ithy + (1 =) baf| < tp(y1) + (1 =) p(y2).

Es decir, p es convexa.

Demostremos que p es continua. Para ello demostraremos que 7' satisface
las condiciones del lema 5.2. Sea (vy),cy, Una sucesién en T' tal que la serie

n
E 27", es convergente y demostremos que es convergente y su limite estd en
neNg
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—1
(o) n 1
2T. Sea y = Z 27", y escribamos t,, = (Z 2’“) . Es claro que t,, — =. Si

2
n=0 k=0

n
Zn = tn g 2_kvk, entonces z, € T puesto que T es convexo. Observemos que
k=0

1
Zn — Ey. Sea

n
Ty =ty Z 2 %y, donde up, € By v € f (ug)
k=0

Este uy, existe porque f (B) =Ty porque (vy),,cy, €S una sucesién en T'. Entonces
zn € f(zy). En efecto, por ser f convexa,

F@n) 2 (tn27%) £ (ur) 3D (tn27%) v = 2. (8)
k=0 =

k=0

n
En resumen, si z,, = t, - 22_kuk, entonces z, € f(x,) y ||zn| < 1. Ademas la
k=0
sucesion (), cy €s una sucesién de Cauchy y por tanto converge a un x tal que
]| < 1.

Como (zy, 2,) € v (f) por lo demostrado en (8) y v (f) es cerrado por hipétesis,

entonces 1
lim (zy,, 2,) = <$7 2?/) cv(f)

y por tanto 3y € f(z) C T, asf que y € 27T. Por el lema 5.2 concluimos
que Oy es un punto interior de T y esto permite concluir que p es continua
en Oy como lo demostraremos en seguida. Observemos que existe una vecindad
V={yeY:|y||<r} €T yportanto p(y) < 1siy € V. Sea0 < e < 1. Si
0 = er, entonces |ly|| < ¢ implica p (y) < € y esto demuestra que p es continua en
cero porque p > 0. En efecto, si [[z|| < er y b = Z, entonces = = eb y [|b]| < r.
Como p es convexa y p (0y) = 0, entonces

p(z) =p(eb) <ep(b) <e.

Finalmente, p es continua por lo demostrado en la parte final del lema 3.7 de
Zabreiko.

Lema 5.4 Sean X y Y espacios de Banach. Entonces:

1. La funcion ¢ : X XY — X xY definida por oup (x,y) = (x +a,y+b),
donde a € X yb €Y transforma conjuntos converos en conjuntos convexos
y conjuntos cerrados en conjuntos cerrados.
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2. La funcion ¢ : X xY — X XY definida por ¢ (z,y) = (y,x) transforma
conjuntos converos en conjuntos convexos y conjuntos cerrados en conjuntos
cerrados.

3.5 f: X =Y es una funcion multivaluada y g : X — Y es una funcion
multivaluada definida por g(x) = f(a+x) —b donde a € X yb €Y,

entonces v (f) = vap (7(9))-

Teorema 5.5 (de la funcion abierta de Banach para funciones nultivaluada.
convezas y cerradas) Sean X y'Y espacios de Banach y f : X — Y wuna funcion
multivaluada convexa, cerrada y epiyectiva. Entonces f es una funcion abierta.

Demostracion. Sean A un subconjunto abierto de X y B = f(A). Si b € B, sea
a € A tal que b € f(a). Ahora definimos la funcién multivaluada g : X — Y por
la férmula

g(x)=f(a+x)=b

Esta funcién es convexa, epiyectiva y cerrada por el lema anterior y Oy € g (0x).
Por el teorema 5.3, la funcion

Py (y) =d(0x,97" (y))

es convexa, positiva y continua. Sean

U={zeX:|z| <1} vy T=9g(U)={yeY :py(y) <1}.

Como A es abierto, existe un r tal que 0 <r <1y a+rU C A (de aqui tenemos
que 0 <1—7ry0<r). Como g es convexa,

g(rU)=g((1=r)0x +7U) 2 (1 =7)g(0x) +rg(U).
Como 0Oy € g (0x) entonces
g(rU)2 (1 =r)0y +rg(U) =rg(U)

y por tanto
g(rU)=9g((1—=r)0x +rU)Drg(U)=rT.

Luego
rT Cg(rU)=f(a+rU)—-bCT y

B=f(A) D f(a+rU)2b+rT.

Como T es abierto (puesto que p es una funcién continua), entonces r1" es abierto
y b+ rT es una vecindad de b contenida en B. Hemos asi demostrado que B es un
conjunto abierto.

Teorema 5.6 (de la funcién abierta de Banach para funciones multivaluadas
converas y semicontinuas superiormente) Sean X y Y espacios de Banach y
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f X —= Y una funcion multivaluada convexa, semicontinua superiormente y
epiyectiva. St f (x) es cerrado para cada x € X, entonces f es una funcion cerrada
y abierta.

Demostracion. En el teorema 4.4 se demostré que si (X,7) y (Y, o) son espacios
topologicos hausdorflianos, Y es un espacio de Tychonoff, f : X — Y es una
funcién multivaluada semicontinua superiormente y f(x) es cerrado para todo
x € X, entonces 7 (f) es un conjunto cerrado de X x Y. Las hipdtesis de este
teorema se satisfacen en el enunciado del teorema que estamos demostrando: X
y Y son espacios hausdorflianos por ser espacios métricos, ambos son espacios de
Tychonoff, f es semicontinua superiormente y f (z) es cerrado para cada x € X.
Por consiguiente f es una funcién cerrada y abierta en virtud del teorema 4.4,
asi que por el teorema 5.5 esta funcién transforma abiertos en abiertos.

Teorema 5.7 Sean X y Y espacios de Banach y f: X — Y una funcion multivaluada.
Entonces los enunciados siguientes son equivalentes:

1. f es una funcion convexa, epiyectiva y cerrada.
2. g=f"1 19 ) ; d
. g= f7" es una funcion convexa, epiyectiva y cerrada.

3. [ es una funcion convexa, semicontinua superiormente y f (z) es cerrado
para todo x € X.

Demostracion. Es claro que (1) < (2) por el lema 5.4 (item 2.) ya que v (g) =
¥ (v (f)). Hemos demostrado en el teorema 4.4 que (3) = (1). Resta demostrar
que (1) = (3). Sean a € X y W una vecindad abierta de f (a). Como g es convexa,
epiyectiva y cerrada, entonces transforma abiertos en abiertos, por el teorema 5.5,
y por tanto V = g (W) es un conjunto abierto que contiene al punto a. Si z € V,
entonces f (z) C W puesto que f (V) = fog (W) = W. Hemos asi demostrado que
f es semicontinua superiormente. Como v (f) es cerrado por hipétesis, entonces
f (x) es cerrado para todo x € X por el teorema 4.4.2.

6 Condiciones de Lipschitz para las inversas de las funciones multivaluadas convexas

Definicion 6.1 Sean Xy Yespacios de Banach y [ > 0. Una funcién multivaluada h:
X —Yes Il-lipschitziana si

h(a) C h(b)+1]la—b| By paratodo (a,b) € X x X

donde By ={y €Y : |yl < 1}.

Lema 6.2. Sean X y Y espacios de Banach y 1 > 0. Una funcion multivaluada
h: X —Y esl-lipschitziana si y sélo si para todo u € h(a) existe un v € h(b) tal
que [lu — o] < Ifla—b].
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Demostracion. Si w € h(a), entonces existe un v € h(b) tal que u — v €
l]la = b|| By y por tanto ||u — v|| < |ja — bl|. El enunciado reciproco es igualmente
inmediato.

Teorema 6.3 (Ver [1], Teorema 2.2.1) Sean Xy Y espacios de Banachy f: X—Y un
proceso convezo, epiyectivo y cerrado. Entonces g = f~1: Y —=Xes una funcion
multivaluada lipschitziana. Es decir, si (y1, y2) € Y x Yy xz1 € f~1 (y1), entonces
existe vo € f~1 (y2) tal que |1 — m2|| <1 |ly1 — y2l|-

Demostracion. Consideremos la funcién p : Y — R definida por

py)=d(Ox,f ' (y) =mf{|lz]| :z € f~" (»)}.

Por el teorema 3.7 esta funcién es sublineal, positiva y o-subaditiva y por tanto
continua.

Ademaés, si
U={xe€ X :|x| <1} entonces f(U)={y €Y :p(y) <1}
es un conjunto abierto y convexo. Como f (U) es abierto, existe un r > 0 tal que

Br={yeY:|yl<r}<fU).

7 (y)

SiyEYyy#O,entonces( )y:zeBTyportantop(z)—MH<1.
Y

_r
2|yl
Hemos asi demostrado que si [ = 2r~!, entonces

p(y) < llly|| para todo y € Y diferente de cero.

Sea x1 € f~!(y1). Por lo que acabamos de demostrar, p (y2 —y1) < ||y2 — y1| si
Yo # y1 y por tanto existe un z’ tal que

e f T y—y)y 12 <y —wnll-

Sea x9 = 2’ 4+ x1. Entonces f (z2) 2 f(2’) + f (z1) por ser f un proceso convexo
y por tanto

(Y2 —y1) +y1=y2 € f(z2) v ||12']| = llze — 21| < Ully2 — 1]l -

Un teorema similar es valido para las funciones multivaluadas convexas. La
diferencia es que las funciones inversas van a ser localmente lipschitzianas.

Definicion 6.4 Sean X y Yespacios de Banach y [ > 0. Una funciéon multivaluada h
: X — Yes lipschitziana localmente en xy € X si existe una vecindad abierta Vde gy
una constante [ > 0 tales que
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h(a) Ch(b)+1]la—10b|| By paratodo (a,b) eV xV

donde By = {y €Y : ||y|| < 1}. La vecindad V' y la constante [ > 0 dependen de
xo. Es localmente lipschitziana si es localmente lipschitziana en todo punto.

Teorema 6.5. (Robinson- Urescu) (Ver [1], Teorema 2.2.2) Sean X y Y espacios
de Banach y f : X — Y una funcién convexa, cerrada y epiyectiva. Entonces
1Y — X es localmente lipschitziana. Es decir, dados yo € f (zo), existen una
vecindad abterta V' de yo y un l > 0 tales que para todo y € V' existe una solucion
y € f(2) que satisface ||z — o] < lly — yoll-

Demostracién. Sean yo € Y y z9 € f~1 (yo). Consideremos la funcién
g: X =Y, definida por g (z) = f (z + z¢) — yo.

Es claro que Oy € ¢ (0x). La funcién g depende de (xg,yp). La funcién p: ¥ — R
definida por

p(y) =d(0x,97" (y)) = inf {[lz] : 2 € g7" (y)}

es convexa, cerrada, epiyectiva por el lema 5.7. Ademads, es continua por el teorema
53y siU = {x € X :||z]| <1}, entonces g(U) =T = {y €Y :p(y) < 1}. Sea
0 <r < 1tal que rB C T. Como g es convexa entonces g (rU) 2 rB. Sean
yey+rB=Vys=|y—uyol. Si

2s

z

25+

,
2= (y—1vo)+ 28 (y — yo) entonces y —yo =

y por consiguiente,

roor
Izl < llz = (= vl +lly —woll < 5+ 5=ryzel.

Concluimos entonces que

2s 2s
p(z2) < — =1 |y — vol| donde I =

<IN

— ) <
p(y—yo) < %5 17

Por la definicién de p existe un 2’ € U tal que ||2/|| < p(y —vo) < l|ly — voll-
Ademés y—yo € g (¢') = f (2’ + x9) —yo y por tanto y € f (x), donde z = 2’ + xg.
Es claro ahora que hemos demostrado que para todo y € V = yy + rB, existe

2

una solucién de y € f (z) tal que ||z — zo|| < ||y — yol|, donde | = — depende de
r

(33073/0)-
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