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Resumen
Basados en el trabajo de León Charve [3], sobre reducción de formas cuadráticas

cuaternarias definidas positivas, se implementa un algoritmo con el cual es posible
determinar el Tipo primitivo de la celda de Voronoi que corresponde a un ret́ıculo 4
dimensional. Este resultado es esencial a la hora de calcular la constante de cuantización
de un ret́ıculo arbitrario, lo que permite avances significativos al momento de abordar el
problema del ret́ıculo cuantizador óptimo en dimensión 4.

Palabras Clave: Celdas de Voronoi, Formas cuadráticas.

Abstract
We will show a mathematical algorithm in order to determine the Voronoi Type of

a Euclidean lattice in dimension 4. It is an implementation of Charve’s reduction theory
of positive definite quadratic forms (see [3]). This algorithm helps us to recognize lattice
Types in order to try to solve the general problem of finding the optimal lattice quantizer
in dimension 4.

Keywords: Voronoi cell, quadratic forms.

1. Introducción

Un ret́ıculo euclideano es un subconjunto L de Rn formado por todas las
combinaciones lineales enteras de n vectores linealmente independientes de Rn.
En śımbolos esto es: L = {∑n

i=1 mivi : mi ∈ Z} donde {v1, . . . ,vn} constituyen
una base de Rn.

Son ret́ıculos euclideos: Zn, al que se le suele llamar ret́ıculo cúbico. El
checkerboard lattice, o tablero de damas Dn := {x ∈ Zn : x1 + · · · + xn es par},
también es un ret́ıculo n-dimensional An := {(x0, x1, . . . , xn) ∈ Zn+1 : x0 +
x1 + · · · + xn = 0}, que por economı́a en la escritura conviene presentarlo como

subconjunto de Rn+1.H2 := {x ∈ R2 : x = α(1, 0)+β( 12 ,
√
3
2 )}, al que comúnmente

se le llama ret́ıculo hexagonal, entre otros.

Alrededor de cada punto u0 de un ret́ıculo L se encuentra su celda de Voronoi
S(u0), la cual se define como el conjunto de puntos del espacio eucĺıdeo Rn cuya
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Abstract
We will show a mathematical algorithm in order to determine the Voronoi Type of

a Euclidean lattice in dimension 4. It is an implementation of Charve’s reduction theory
of positive definite quadratic forms (see [3]). This algorithm helps us to recognize lattice
Types in order to try to solve the general problem of finding the optimal lattice quantizer
in dimension 4.

Keywords: Voronoi cell, quadratic forms.

1. Introducción

Un ret́ıculo euclideano es un subconjunto L de Rn formado por todas las
combinaciones lineales enteras de n vectores linealmente independientes de Rn.
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distancia a u0 es menor o igual que la distancia a cualquier otro punto de L. Si
N(z) = z · z, la norma al cuadrado de z, la celda S(u0) se describe como

S(u0) = {x ∈ Rn : N(x− u0) ≤ N(x− v) para todo v ∈ L} . (1)

Es claro que en los ret́ıculos estas celdas son todas iguales, y producen un
embaldosamiento (o tiling) del espacio Rn. Una celda de Voronoi es primitiva
si el embaldosamiento generado es tal que en cada vértice de una de las celdas
concurren exactamente n+ 1 de ellas, que es el mı́nimo número posible de celdas
concurrentes. Adicionalmente, diremos que un ret́ıculo es primitivo si su celda de
Voronoi asociada es primitiva.

En dimensión 2 hay esencialmente dos tipos de celdas de Voronoi: una de forma
hexagonal, la primitiva, y otra rectangular. La primera ocurre en el caso genérico,
ret́ıculo tomado al azar. La Figura 1 muestra la forma de las celdas en dimensión
2.

Figura 1: Celdas de Voronoi en dimensión 2.

En dimensión 3 también hay una celda primitiva de la cual se desprenden 5 celdas
de Voronoi distintas, salvo equivalencias combinatorias [12]. La Figura 2 muestra
la forma de todas las celdas en dimensión 3, En [6], Conway - Sloane hacen una
hermosa descripción de estas celdas por medio de lo que ellos llaman Vonormas y
conormas.

En dimensión 4 hay 3 tipos de celdas primitivas y 52 formas distintas de celdas,
mientras que en dimensión 5 hay 222 tipos primitivos y 179372 formas distintas
de celdas de Voronoi.

La celda de Voronoi es un elemento geométrico que cumple un rol fundamental
en la mayoŕıa de los problemas importantes relacionados con ret́ıculos, entre los
que se destacan: The packing problem, donde se trata de empaquetar esferas del
mismo tamaño de la manera más eficiente posible, es decir, disponiéndolas unas

2

Figura 1. Celdas de Voronoi en dimensión 2.Figura 1. Celdas de Voronoi en dimensión 2.
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Figura 2: Celdas de Voronoi para ret́ıculos en dimensión 3.

sobre otras de la forma más densa posible; The covering problem, en el que se
busca cubrir el espacio con esferas del mismo tamaño, estas esferas se superponen
de la manera más “económica” posible; The kissing number o número de contacto,
en el que se quiere disponer el mayor número de esferas del mismo tamaño de
manera que todas ellas besen — sean tangentes— a una esfera prefijada; por
último The lattice quantizer problem, donde tras un proceso de discretización, se
quiere encontar la forma de la celda que minimiza el error cometido en el proceso
de discretización, este problema solo ha sido resuelto en dimensiones 2 y 3. Para
ampliar la información sobre estos y otros problemas relacionados, [5, Chap 1].

En términos generales, podemos decir que se ha avanzado poco en la solución
de estos problemas [5, Chap 1]. Una de las razones es que las cuentas involucradas
en ellos son muy grandes y dispendiosas aun en dimensiones bajas. Además que
usan los parámetros de Selling, las vonormas o las conormas, los cuales aumentan
en número muy rapidamente con relación a la dimensión del ret́ıculo. El lector
puede encontrar información sobre el estado actual de estos problemas en [2].

La clasificación de las celdas de Voronoi en dimensiones bajas ha sido revisitada
por varios autores en diferentes momentos de la historia, se destacan los enfoques
dados por Delone [9], Conway & Sloane, con las Conormas y Vonormas [4, 6], el de
Ryškov & Baranovski en [14] con las llamadas L-formas, y más recientemente el
de Valentin [17], por medio de formas cuadráticas semidefinidas positivas. Todas
las clasificaciones usan de una u otra manera la correspondencia entre ret́ıculos y
formas cuadráticas definidas positivas (FCDP). Para ret́ıculos 4-dimensionales se
puede usar un método de reducción de formas cuadráticas dado por Charve [3]
para obtener información de la celda.

Tras una lectura minuciosa del trabajo de Charve, conseguimos implementar
su método de reducción de formas cuadráticas cuaternarias definidas positivas, y

3

Identifi cación del tipo primitivo de la celda de Voronoi en retículos euclidianos

Fugura 2. Celdas de Voronoi para retículos en dimensión 3.
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lo usamos para obtener el tipo primitivo que le corresponde a la celda de Voronoi
del ret́ıculo asociado, información que es vital a la hora de calcular la constante de
cuantización del ret́ıculo. En una investigación en curso, el autor de este art́ıculo
ha determinado que la reducción propuesta por Charve brinda información clave
a la hora de calcular la constante de cuantización de un ret́ıculo 4-dimensional,
problema que en la actualidad no ha sido resuelto.

2. Preliminares y conceptos básicos

Sean v1 = (v11,v21, . . . ,vn1)
tr, . . . ,vn = (v1n,v2n, . . . ,vnn)

tr, donde tr
denota el transpuesto, una base de un ret́ıculo n-dimensional L. Una matriz
generadora M tiene por columnas los vectores v1,v2, . . . ,vn. Es claro que t ∈ L si
y solo si para algún x ∈ Zn se tiene que t = Mx. Adicionalmente, A = M trM se
conoce como matriz de Gram, y es tal que la norma cuadrado del punto t = Mx,
‖t‖2 = t · t, se puede escribir como N(x) = xtrAx, la cual pensada en función de
x, resulta ser una forma cuadrática definida positiva asociada a L.

Un punto t́ıpico t ∈ L puede describirse al menos de tres maneras distintas:
En términos de sus t-coordenadas eucĺıdeas, es decir, se lo puede ver como un
punto t = (t1, t2, . . . , tn)

tr de Rn, o por medio de sus coordenadas enteras,
que llamaremos x-coordenadas asociadas a una base v1,v2, . . . ,vn, donde x =
(x1, x2, . . . , xn)

tr ∈ Zn es tal que t = x1v1+x2v2+ · · ·+xnvn, equivalentemente
t = Mx, o por medio de las y-coordenadas de t, definidas como y = Ax.

Hacemos notar que t · t = xtrAx = N(x), lo cual corresponde al cuadrado de
la distancia entre el punto t y el origen, además t · t = ytrA−1y.

Decimos que dos ret́ıculos son equivalentes, si uno de ellos puede obtenerse del
otro por medio de una rotación, y/o un cambio de escala. En formas cuadráticas,
decimos que dos formas f(x) = xtrAx, g(x) = xtrBx son equivalentes si existe
una matriz entera U con determinante ±1 tal que B = U trAU .

Hay una biyección natural entre las clases de ret́ıculos isométricos y las clases
de formas cuadráticas definidas positivas aritméticamente equivalentes [16, 17]. En
virtud de esta biyección, muchos aspectos de los ret́ıculos se pueden tratar desde
el punto de vista de las formas cuadráticas y viceversa, con lo cual problemas de
tipo geométrico asociados a los ret́ıculos se pueden tratar desde un punto de vista
algebraico.

Si φ es una forma cuadrática cuaternaria definida positiva (FCCDP), se pueden
encontrar escalares fijos, pij con 0 ≤ i < j ≤ 4, a los que se les llama Parámetros
de Selling, tales que si x = (x0, x1, x2, x3, x4)

tr con x0 = −(x1 + x2 + x3 + x4),
entonces

φ(x) =
∑

0≤i<j≤4

pij(xi − xj)
2. (2)

4
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Adicionalmente, denotemos por pi|jklm a la suma pij + pik + pil + pim, y sea

A′ =




p0|1234 −p01 −p02 −p03 −p04

−p01 p1|0234 −p12 −p13 −p14

−p02 −p12 p2|0134 −p23 −p24

−p03 −p13 −p23 p3|0124 −p34

−p04 −p14 −p24 −p34 p4|0123




, (3)

unas pocas cuentas muestran que φ(x) = xtrA′x.

Definición 2.1. Decimos que φ, escrita en la forma dada por (2), está reducida
si satisface una de las siguientes tres condiciones:

i. Todos los coeficientes pij en (2) son no negativos.

ii. Hay un único coeficiente negativo en (2), digamos pst, todos los demás son
no negativos y se cumple que |pst| ≤ pij, para {s, t} ∩ {i, j} �= ∅.

iii. Exactamente dos coeficientes en (2) que no comparten sub́ındices son
negativos, digamos pst y puv, los demás son no negativos y satisfacen:
|pst| ≤ pij para {s, t} ∩ {i, j} �= ∅, |puv| ≤ pij para {u, v} ∩ {i, j} �= ∅ y
|pst + puv| ≤ pij con i ∈ {s, t} y j ∈ {u, v}.

El siguiente teorema, establece que toda forma cuadrática cuaternaria definida
positiva tiene una y solo una forma cuadrática aritméticamente equivalente que
es reducida en el sentido de la definición anterior. La prueba del teorema es
constructiva y se corresponde esencialmente con el algoritmo de reducción que
presentamos en la Sección 3. El lector puede consultar dicha prueba en [3].

Teorema 2.2 (Charve). Toda forma cuadrática cuaternaria definida positiva,
(FCCDP), tiene una y solo una forma cuadrática cuaternaria reducida que le es
aritméticamente equivalente.

De otro lado, si L es un ret́ıculo 4-dimensional con matriz de Gram A,
sabemos que N(x) = xtrAx es una FCCDP, en virtud de la Definición 2.1,
diremos que L es de Tipo I, Tipo II, o Tipo III, si su forma cuadrática asociada
N(x) = xtrAx, es aritméticamente equivalente a una forma cuadrática reducida
que cumple respectivamente la condición i, ii ó iii de la Definición 2.1.

Observación 2.3. Se puede probar que un ret́ıculo 4-dimensional es primitivo si
y solo si su forma cuadrática reducida asociada, escrita en la forma (2), no tiene
parámetros pij nulos.

3. Algoritmo de reducción

Consideremos como antes x = (x0, x1, x2, x3, x4)
tr con x0 = −(x1+x2+x3+

x4), y para 0 ≤ i < j ≤ 4 sean pij números reales tales que

Φ(x) =
∑

0≤i,j≤4

pij(xi − xj)
2, (4)

5

Definición    2.1.

Teorema    2.2

Observación     2.3.
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Adicionalmente, denotemos por pi|jklm a la suma pij + pik + pil + pim, y sea

A′ =




p0|1234 −p01 −p02 −p03 −p04

−p01 p1|0234 −p12 −p13 −p14

−p02 −p12 p2|0134 −p23 −p24

−p03 −p13 −p23 p3|0124 −p34

−p04 −p14 −p24 −p34 p4|0123




, (3)

unas pocas cuentas muestran que φ(x) = xtrA′x.

Definición 2.1. Decimos que φ, escrita en la forma dada por (2), está reducida
si satisface una de las siguientes tres condiciones:

i. Todos los coeficientes pij en (2) son no negativos.

ii. Hay un único coeficiente negativo en (2), digamos pst, todos los demás son
no negativos y se cumple que |pst| ≤ pij, para {s, t} ∩ {i, j} �= ∅.

iii. Exactamente dos coeficientes en (2) que no comparten sub́ındices son
negativos, digamos pst y puv, los demás son no negativos y satisfacen:
|pst| ≤ pij para {s, t} ∩ {i, j} �= ∅, |puv| ≤ pij para {u, v} ∩ {i, j} �= ∅ y
|pst + puv| ≤ pij con i ∈ {s, t} y j ∈ {u, v}.

El siguiente teorema, establece que toda forma cuadrática cuaternaria definida
positiva tiene una y solo una forma cuadrática aritméticamente equivalente que
es reducida en el sentido de la definición anterior. La prueba del teorema es
constructiva y se corresponde esencialmente con el algoritmo de reducción que
presentamos en la Sección 3. El lector puede consultar dicha prueba en [3].

Teorema 2.2 (Charve). Toda forma cuadrática cuaternaria definida positiva,
(FCCDP), tiene una y solo una forma cuadrática cuaternaria reducida que le es
aritméticamente equivalente.

De otro lado, si L es un ret́ıculo 4-dimensional con matriz de Gram A,
sabemos que N(x) = xtrAx es una FCCDP, en virtud de la Definición 2.1,
diremos que L es de Tipo I, Tipo II, o Tipo III, si su forma cuadrática asociada
N(x) = xtrAx, es aritméticamente equivalente a una forma cuadrática reducida
que cumple respectivamente la condición i, ii ó iii de la Definición 2.1.

Observación 2.3. Se puede probar que un ret́ıculo 4-dimensional es primitivo si
y solo si su forma cuadrática reducida asociada, escrita en la forma (2), no tiene
parámetros pij nulos.

3. Algoritmo de reducción

Consideremos como antes x = (x0, x1, x2, x3, x4)
tr con x0 = −(x1+x2+x3+

x4), y para 0 ≤ i < j ≤ 4 sean pij números reales tales que

Φ(x) =
∑

0≤i,j≤4

pij(xi − xj)
2, (4)
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es una forma cuadrática cuaternaria definida positiva, y sea MΦ =
∑

0≤i,j≤4

pij . Si

Φ no está reducida de acuerdo con la Definición 2.1, necesariamente ocurre uno de
los siguientes casos:

Caso 1. En (4), hay dos parámetros, pij y pit, que comparten un sub́ındice, tales
que pij < 0 y |pij | > pit con t �= j. No hay pérdida de generalidad al asumir que
p12 < 0 y |p12| > p13 en tal caso, al aplicarle a Φ(x) la transformación T1 dada
por:

x1 → x4 − x3

x2 → x1 − x0

x3 → x2 − x0

x4 → x4 − x0

x0 → 0

(T1)

obtenemos la forma cuadrática φ(x) = (p02+p12)(x0−x1)
2+(p03+p13)(x0−x2)

2+
(p12+p13+p14)(x0−x3)

2+(p04−p12−p13)(x0−x4)
2+p23(x1−x2)

2−p12(x1−x3)
2+

(p12+p24)(x1−x4)
2−p13(x2−x3)

2+(p13+p34)(x2−x4)
2+(p01+p12+p13)(x3−x4)

2,
la cual es aritméticamente equivalente a Φ, y tiene como suma de parámetros
M = (p12 + p13) +MΦ.

Caso 2. En (4) hay dos parámetros negativos, digamos pij y pkl, que no
comparten sub́ındices, tales que |pij + pkl| > pik. No hay pérdida de generalidad
al suponer que tales parámetros son p12, p34 y p13, es decir:

p12 < 0, p34 < 0, y |p12 + p34| > p13

en este caso, la transformación T2 dada por:

x1 → x2 − x1

x2 → x0 − x4

x3 → x0 − x3

x4 → x2 − x4

x0 → 0

(T2)

env́ıa a Φ en la forma cuadrática φ(x) = −(p12+p13)(x0−x1)
2+(p12+p13+p24+

p34)(x0 − x2)
2 + (p03 + p13 + p34)(x0 − x3)

2 + (p02 + p12 − p34)(x0 − x4)
2 + (p01 +

p12+p13)(x1−x2)
2+p13(x1−x3)

2+(p12+p14)(x1−x4)
2− (p13+p34)(x2−x3)

2+
(p04 − p12 + p34)(x2 − x4)

2 + (p01 + p12 + p13)(x3 − x4)
2, que es aritméticamente

equivalente a Φ, y cuya suma de parámetros es M = (p12 + p13 + p34) +MΦ.

Hacemos notar que en cualquier caso, si una FCCDP no satisface alguna de
las condiciones de reducción de la Definición 2.1, siempre es posible encontrar otra
forma cuadrática aritméticamente equivalente a ella, cuya suma de parámetros sea
menor, de tal manera que al aplicar este proceso repetidamente, necesariamente
se obtendrá una forma cuadrática reducida que le es equivalente.

El proceso termina ya que la suma de los pij es acotada inferiormente por
una constante que depende solo de los vectores de longitud mı́nima del ret́ıculo,
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y dado que estos son únicos, el proceso no se puede extender indefinidamente.
Más espećıficamente, el algoritmo comienza con un M0 =

∑
pij , que podemos

pensar asociado a una superbase del ret́ıculo correspondiente a la FCCDP, esto es:
Una base aumentada en un vector para que la suma de los mismos sea cero, y el
algoritmo va reduciendo estrictamente el valor de M0.

En cada paso se cambia de forma cuadrática, lo que geométricamente equivale
a cambiar la superbase por una cuya suma M es menor a la anterior, pero solo
hay un número finito de estas superbases, aśı que los posibles estados (formas
cuadráticas) por los que el algoritmo puede pasar es finito, y en consecuencia el
proceso de reducción no se puede extender indefinidamente.

Los pasos para aplicar el proceso de redución son los siguientes:

Paso 1. Permute los ı́ndices de manera tal que el menor parámetro sea p12 y el
menor de los que comparte un ı́ndice con él sea p13.

Paso 2. Si p12 ≥ 0, entonces la forma cuadrática satisface la condición (i) de
la definición de reducción, en tal caso (i) ocurre y el proceso de reducción
termina.

Paso 3. Si p12 < 0, y |p12| ≤ p13 y mı́n{p03, p04, p34} ≥ 0 entonces la condición
(ii) ocurre y el proceso de reducción termina.

Paso 4. Si p12 < 0 y |p12| > p13 entonces aplique la tranformación (T1) y regrese
al Paso 1.

Paso 5. Si p12 < 0 y |p12| ≤ p13 y defina pst := mı́n{p03, p04, p34} < 0, entonces
aplique una permutación que lleve a pst y al menor parámetro que comparte
un ı́ndice con él a los parámetros p12 y p13 respectivamente.

Paso 6. Si |p12| > p13 aplique la transformación (T1) y regrese al Paso 1, en caso
contrario, aplique una permutación que fije p12 y env́ıe al menor parámetro
con ı́ndices en {0, 3, 4} a p34.

Paso 7. Si |p12 + p34| ≤ mı́n{p13, p14, p23, p24}, entonces se cumple la condición
(iii) y el proceso de reducción términa. En caso contrario, aplique una
permutación que fije a p12 y p34 y que envié en p13 al mı́nimo entre
{p13, p14, p23, p24}, entonces aplique la tranformación (T2) y regrese al Paso
1.

Ejemplo 3.1. Consideremos la forma cuadrática cuaternaria Φ(x) =∑
0≤i,j≤4 pij(xi − xj)

2, con parámetros p01 = −2, p02 = 2, p03 = 2, p04 = 2,
p12 = 2, p13 = 2, p14 = 1, p23 = 2, p24 = 2 y p34 = −2, por comodidad denotamos
por ρ = [−2, 2, 2, 2, 2, 2, 1, 2, 2,−2], el vector de parámetros ordenados como sigue:
ρ = [p01, p02, . . . , p24, p34].

Antes de comenzar el proceso de reducción veamos primero que Φ representa
una FCCDP, equivalentemente un ret́ıculo 4-dimensional, para lo cual construimos

7
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Aρ, matriz tipo Gram asociada a Φ, y verificamos si dicha matriz es definida
positiva. En este caso

Aρ =




3 −2 −2 −1

−2 8 −2 −2

−2 −2 4 2

−1 −2 2 3




Dado que los menores principales de Aρ son 3, 20, 20 y 22, el criterio de
Sylvester garantiza que la matriz es definida positiva, y por lo tanto ρ representa
una FCCDP o un ret́ıculo 4-dimensional.

Para empezar el proceso de reducción ordenamos los parámetros de ρ de
tal manera que un parámetro negativo, si lo hay, quede en la posición p12,
y el menor de los que comparten un ı́ndice con él quede en la posición p13,
en nuestro caso obtenemos: ρ′ = Sel(ρ) = [2, 2, 2, 2,−2, 1, 2, 2, 2,−2], puesto
que |p′12| = 2 > 1 = p′13 podemos aplicar la transformación T1, que
equivale a construir [ρ′[2] + ρ′[5], ρ′[3] + ρ′[6], ρ′[5] + ρ′[6] + ρ′[7], ρ′[4] − ρ′[5] −
ρ′[6], ρ′[8],−ρ′[5], ρ′[5]+ρ′[9],−ρ′[6], ρ′[6]+ρ′[10], ρ′[1]+ρ′[5]+ρ′[6]], aśı llegamos
a: ρ′ = [0, 3, 1, 3, 2, 2, 0,−1,−1, 1], ahora reordenamos nuevamente para conseguir:
ρ′′ = [3, 1, 3, 0,−1,−1, 2, 1, 2, 0].

Como ρ′′ tiene dos parámetros negativos que comparten ı́ndices, aplicamos
la transformación T1 de nuevo, y obtenemos [0, 2, 0, 2, 1, 1, 1, 1,−1, 1] aplicamos
Sel para reordenar y obtenemos ρ′′′ = [2, 2, 0, 0,−1, 1, 1, 1, 1, 1], el cual satisface
la condición (ii) de la Definición 2.1, por lo tanto ρ′′′ está en forma reducida y
el ret́ıculo inicial es de Tipo II. Se pueden reordenar los parámetros nuevamente
para que el parámetro negativo, en este caso −1, ocupe la primera posición. De
ese modo el proceso de reducción de Charve concluye dando como resultado un
vector de parámetros [−1, 1, 2, 1, 1, 2, 1, 0, 1, 0] que es aritméticamente equivalente
a ρ. Por lo tanto la forma cuadrática reducida asociada a Φ es:

Φ1(x) = −(x0 − x1)
2 +(x0 − x2)

2 +2(x0 − x3)
2 +(x0 − x4)

2 +(x1 − x2)
2 +2(x1 −

x3)
2 + (x1 − x4)

2 + (x2 − x4)
2

En una investigación sobre el problema del cuantizador óptimo en ret́ıculos
euclideanos 4-dimensionales, hemos encontrado que para poder calcular el valor
de la constante de cuantización de un tal ret́ıculo, es indispensable conocer su tipo
primitivo, este hecho hace que los algoritmos aqúı presentados jueguen un papel
esencial en nuestro intento de resolver el problema del ret́ıculo cuantizador óptimo
4-dimensional.

4. Implementación

A continuación presentamos el código de una posible implementación del
algoritmo de reducción arriba descrito, el mismo puede ejecutarse en el toolbox de

8
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Ejemplo 3.1. Consideremos la forma cuadrática cuaternaria Φ(x) =∑
0≤i,j≤4 pij(xi − xj)

2, con parámetros p01 = −2, p02 = 2, p03 = 2,
p04 = 2, p12 = 2, p13 = 2, p14 = 1, p23 = 2, p24 = 2 y p34 = −2,
por comodidad denotamos por ρ = [−2, 2, 2, 2, 2, 2, 1, 2, 2,−2], el vector de
parámetros ordenados como sigue: ρ = [p01, p02, . . . , p24, p34].

Antes de comenzar el proceso de reducción veamos primero que Φ
representa una FCCDP, equivalentemente un ret́ıculo 4-dimensional, para
lo cual construimos Aρ, matriz tipo Gram asociada a Φ, y verificamos si
dicha matriz es definida positiva. En este caso

Aρ =




3 −2 −2 −1

−2 8 −2 −2

−2 −2 4 2

−1 −2 2 3




Dado que los menores principales de Aρ son 3, 20, 20 y 22, el criterio
de Sylvester garantiza que la matriz es definida positiva, y por lo tanto ρ
representa una FCCDP o un ret́ıculo 4-dimensional.

Para empezar el proceso de reducción ordenamos los parámetros de ρ
de tal manera que un parámetro negativo, si lo hay, quede en la posición
p12, y el menor de los que comparten un ı́ndice con él quede en la posición
p13, en nuestro caso obtenemos: ρ′ = Sel(ρ) = [2, 2, 2, 2,−2, 1, 2, 2, 2,−2],
puesto que |p′12| = 2 > 1 = p′13 podemos aplicar la transformación T1, que
equivale a construir [ρ′[2] + ρ′[5], ρ′[3] + ρ′[6], ρ′[5] + ρ′[6] + ρ′[7], ρ′[4] −
ρ′[5] − ρ′[6], ρ′[8],−ρ′[5], ρ′[5] + ρ′[9],−ρ′[6], ρ′[6] + ρ′[10], ρ′[1] + ρ′[5] +
ρ′[6]], aśı llegamos a: ρ′ = [0, 3, 1, 3, 2, 2, 0,−1,−1, 1], ahora reordenamos
nuevamente para conseguir: ρ′′ = [3, 1, 3, 0,−1,−1, 2, 1, 2, 0].

Como ρ′′ tiene dos parámetros negativos que comparten ı́ndices, apli-
camos la transformación T1 de nuevo, y obtenemos [0, 2, 0, 2, 1, 1, 1, 1,−1, 1]
aplicamos Sel para reordenar y obtenemos ρ′′′ = [2, 2, 0, 0,−1, 1, 1, 1, 1, 1],
el cual satisface la condición (ii) de la Definición 2.1, por lo tanto ρ′′′

está en forma reducida y el ret́ıculo inicial es de Tipo II. Se pueden
reordenar los parámetros nuevamente para que el parámetro negativo,
en este caso −1, ocupe la primera posición. De ese modo el proceso
de reducción de Charve concluye dando como resultado un vector de
parámetros [−1, 1, 2, 1, 1, 2, 1, 0, 1, 0] que es aritméticamente equivalente a
ρ. Por lo tanto la forma cuadrática reducida asociada a Φ es:

9
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{1, 4} = 7, {2, 3} = 8, {2, 4} = 9,
{3, 4} = 10);

S:= table(0 = {1, 2, 3, 4}, 1 = {1, 5, 6, 7},
2 = {2, 5, 8, 9}, 3 = {3, 6, 8, 10},
4 = {4, 7, 9, 10}):

N:=select({$1..10 }, x -> p[x] < 0);
if nops(N)=0 then

return(p) else
mm:= min(op([aux(i, p) $ i in N]));
x:=select(N, i -> aux(i, p)=mm)[1];
I0:=T[x];
N1:=(S[I0[1]] union S[I0[2]]);
x0:=select(N1, y1 -> p[y1]=min({p[i] $i in N1 }))[1];
I0:=T[x0];
N2:=N1 minus {x0 };
x1:=select(select(N2, y1 -> p[y1] + p[x0]=mm),

x -> nops(T[x0] minus T[x]) = 1 and
nops(T[x] minus T[x0]) = 1 and
nops(T[x] intersect T[x0]) = 1)[1];

I1:=T[x1]; i:=op(I0 intersect I1);
j:=op(I0 minus I1); k:=op(I1 minus I0);
U1:={0, 1, 2, 3, 4} minus {i, j, k};
U:=table(0=min(U1), 1=i, 2=j, 3=k, 4=max(U1)):
p0:=[p[Tinv[{min({U[T[l1][1]], U[T[l1][2]]}),
max( { U[T[l1][1]], U[T[l1][2]] })}]] $ l1 = 1..10];
return(p0);

end_if;
end_proc:

Ahora implementamos las transformaciones T1 y T2.

T1:=proc(rho)
/* Aplica la transformación T1 a rho y reordena con el procedimiento Sel. */

local p;
begin

p:=Sel(rho);
while p[5]<0 and abs(p[5])>p[6] do

p:= Sel([ p[2]+p[5], p[3]+p[6], p[5]+p[6]+p[7],
p[4]-p[5]-p[6], p[8], -p[5], p[5]+p[9],
-p[6], p[6]+p[10], p[1]+p[5]+p[6]]);

end_while:
return(p);

end_proc

La transformación T2.

T2:=proc(rho)
/* Aplica la transformación T2 a rho y reordena con el procedimiento Sel. */

local p;
begin

p:=Sel(rho);
while abs(p[5]) <= p[6] and min(p[3],p[4],p[10])<0 and

abs(p[5]+p[10])>p[6] do
h:=min({p[i] $i in {3,4,10}});
x:=select({3,4,10}, y -> p[y]=h)[1];
I2:=T[x];
N1:={ Tinv[{1,I2[1]}], Tinv[{1,I2[2]}],

Tinv[{2,I2[1]}], Tinv[{2,I2[1]}] };
b:=min({p[i] $i in N1});
x1:=select(N1, y1 -> p[y1]=b)[1];
I3:=T[x1];
i:=op({1,2} minus I3);
j:=op({1,2} minus {i});
k:=op(I3 intersect I2);
l:=op(I2 minus {k});
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m:=op({$0..4} minus {i,j,k,l});
U:= table(0=m,1=i,2=j,3=k, 4=l):
p:=[p[Tinv[{min({U[T[l][1]], U[T[l][2]]}),

max({U[T[l][1]], U[T[l][2]]})}]] $l=1..10];
p:=Sel([-(p[5]+p[6]), p[5]+p[6]+p[9]+p[10], p[6]+p[3]+p[10],

p[2]+p[5]-p[10], p[1]+p[5]+p[6], p[6], p[5]+p[7],
-p[6]-p[10], p[4]+p[10]-p[5], p[8]+p[10]])

end_while;
return(p);

end_proc;

Finalmente implementamos el algoritmo de reducción de Charve.

RC:=proc(rho)
/* Recibe los parámetros de Selling y devuelve la FCCDP reducida en el sentido
de la Definición 2.1. */

local T,Tinv,h,x,x1,I1,I2,I3,N1,b,i,j,k,l,m,U,contador,phi;
begin

contador:=0; /* Un contador */
if DP(rho)=0 then return("No es un retı́culo"); end_if;
p:=rho;
T:=table(1 = {0,1}, 2 = {0,2}, 3 = {0,3},

4 = {0,4}, 5 = {1,2}, 6 = {1,3},
7 = {1,4}, 8 = {2,3}, 9 = {2,4}, 10 = {3,4});

Tinv:=table({0,1}=1, {0,2}=2, {0,3}=3,
{0,4}=4, {1,2}=5, {1,3}=6,
{1,4}=7, {2,3}=8, {2,4}=9,{3,4}=10);

S:= table( 0 = {1,2,3,4}, 1 = {1,5,6,7},
2 = {2,5,8,9}, 3={3,6,8,10},
4 = {4,7,9,10}):

repeat
p:=Sel(p);
/* Identificación de Tipo I */
if p[5]>=0 then

/* El retı́culo es tipo I */
/* Reordena */
U:= table(0=2,1=1,2=0,3=3,4=4):
p:=[p[Tinv[{min({U[T[l][1]],U[T[l][2]]}),

max({U[T[l][1]],U[T[l][2]]})}]] $l=1..10];
contador:=1;
return(p,1);

elif abs(p[5])>p[6] then
p:=T1(p);

elif abs(p[5])<=p[6] and min(p[3],p[4],p[10])>=0 then
/* El retı́culo es tipo II */
/* para ordenar las coodenadas negativas */
U:= table(0=2,1=1,2=3,3=0,4=4):
p:=[p[Tinv[{min({U[T[l][1]],U[T[l][2]]}),

max({U[T[l][1]],U[T[l][2]]})}]] $l=1..10];
contador:=1;
return(p,2);

elif abs(p[5])<=p[6] and min(p[3],p[4],p[10])<0 then
p:=Sel(p);
h:=min({p[i] $i in {3,4,10}});
x:=select({3,4,10},y->p[y]=h)[1];
I2:=T[x];
N1:={Tinv[{1,I2[1]}],Tinv[{1,I2[2]}],

Tinv[{2,I2[1]}],Tinv[{2,I2[1]}]};
b:=min({p[i] $i in N1});
x1:=select(N1,y1->p[y1]=b)[1];
I3:=T[x1];
i:=op({1,2} minus I3);
j:=op({1,2} minus {i});
k:=op(I3 intersect I2);
l:=op(I2 minus {k});
m:=op({$0..4} minus {i,j,k,l});
U:= table(0=m,1=i,2=j,3=k, 4=l):
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p:=[p[Tinv[{min({U[T[l][1]],U[T[l][2]]}),
max({U[T[l][1]],U[T[l][2]]})}]] $l=1..10];

if abs(p[5]+p[10])>p[6] then
p:=Sel([-(p[5]+p[6]), p[5]+p[6]+p[9]+p[10],

p[6]+p[3]+p[10], p[2]+p[5]-p[10],
p[1]+p[5]+p[6], p[6], p[5]+p[7],

-p[6]-p[10], p[4]+p[10]-p[5],
p[8]+p[10]]);

else
/* El retı́culo es tipo III */
/* para ordenar las coodenadas negativas */
U:= table(0=2,1=1,2=0,3=3,4=4):
p:=[p[Tinv[{min({U[T[l][1]],U[T[l][2]]}),

max({U[T[l][1]],U[T[l][2]]})}]] $l=1..10];
contador:=1;
return(p,3);

end_if;
end_if;

until contador=1;
end_repeat;
return(p);

end_proc;
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