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Abstract
In this paper we give a short introduction to knot theory focusing on the two-bridge classical knot

family. We describe the M. Toro's codification. the fundamental group of a classical knot complement
and the recognition problem for virtual knots.

We also provide an algorithm to find a family of non classical virtual knots such that its groups would
correspond to groups of two-bridge classical knot.

Keywords: Classical knots, Virtual knots, Two bridges knots, Two bridge knot groups.

Introduccion a la teoria de nudos

Resumen

En este articulo damos una breve introduceion a la teoria de nudos, pero enfocada en la familia de
los nudos clasicos de dos puentes. Hacemos una descripcion de la codificacion de M. Toro. el grupo
fundamental del complemento de un nudo en el espacio tridimensional y el problema de la distinciéon
de nudos virtuales.

También proporcionamos un algoritmo para hallar una familia de nudos virtuales no clasicos cuyos
grupos correspondan a grupos de nudos clasicos de dos puentes.

Palabras clave: Nudos de dos puentes, nudos combinatorios de dos puentes, grupo de un nudo,
codificacién de nudos.

1 Introduccion

En la actualidad la teoria clasica de nudos es entendida como el estudio de las
clases de isotopia ambiente de encajes de S' o copias disjuntas de S en el espacio
tridimensional.
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A principios del siglo XX dicha teoria era considerada una pieza fundamental para
algunas areas que se encargan del estudio de propiedades quimicas, atémicas vy leyes de
la fisica vy no fue hasta el aiio 1920. cuando Alexander ) prob6 que toda 3-variedad
cerrada y conexa es una cubierta ramificada de S$* con conjunto de ramificacién un
nudo, que se le dio un lugar privilegiado en la topologia de baja dimension. en especial
al problema de clasificacion de nudos.

Aunque pareceria que la teoria de nudos nacié como una rama de la topologia de
baja dimensién con los frabajos de K. F. Gauss a inicios del siglo XX, ésta realmente
surgio en el area de la matematica aplicada con los trabajos de W. Thomson sobre
atomos vértices, véase @. En la actualidad, se han encontrado nuevas aplicaciones de la
teoria de nudos, por ejemplo, en el empaque y desempaque del ADN. una reaccién
enzimatica convierte las hebras de ADN en nudos, hebras enlazadas o en una forma mas
ordenada. La teoria de nudos puede ayudar a que los cientificos descubran mecanismos
mediante los cuales estas enzimas funcionen, véase G4 para mas detalles. Las
conexiones de los nudos con la fisica teérica pueden consultarse en ©.

Para abordar el problema de clasificacion de nudos, se necesitaba un mejor
entendimiento combinatorio de esfos objetos. Por tanto, a lo largo de su historia, los
matematicos han usado varias aproximaciones, una de ellas y, de hecho, la mas
fundamental, es la del concepto de “diagrama regular”.

En la década de los 20's. Reidemeister © defini6 una serie de movimientos,
llamados movimientos de Reidemeister, sobre el conjunto de los diagramas de nudos y
probo que existe una correspondencia biunivoca entre las clases de isotopia ambiente de
nudos en R? y las clases de equivalencia, generada por los movimientos de Reidemeister
e isotopias del plano de diagramas de nudos.

El teorema de Reidemeister abrié las puertas a la teoria de codificacion de nudos.
De esta forma, a cada diagrama de un nudo, podemeos asociarle un codigo que lo
caracterice completamente. Una de las ventajas de trabajar con codigos es que no
necesitamos el uso de diagramas y las definiciones y pruebas son presentadas por medio
de algoritmos. faciles de implementar. usando programas de computacion simbolica,
tales como mathematica. Al codificar nudos, hay que tener cuidado debido a que al
definir los movimientos de Reidemeister sobre el conjunto de cddigos, pueden aparecer
representantes en las clases que no correspondan a diagramas de nudos. Este hecho
permifié mostrar la existencia de extensiones no friviales de la teoria clasica de nudos;
por ejemplo, los nudos virtuales.

En la literatura existen varias formas de codificar nudos: por ejemplo, Toro 7
utiliza los nudos combinatorios; Kauffman ®, los codigos de Gauss y Conway @, los
tangles.

En los 90's. Kauffiman definié nudo virtual, extendiendo el concepto de diagrama
de un nudo. Un diagrama de un nudo virtual es una inmersiéon de S o de una unién
disjunta de copias de S* en el plano que tiene un numero infinito de puntos dobles. que
son fransversales. Estos puntos dobles, que llamamos también cruces, estan clasificados
como clasicos por encima por debajo y. virtuales, cruces encerrados por un circulo. Los
movimientos extendidos de Reidemeister son una coleccion de movimientos, que

112



Introduccion a la teoria de nudos

definen una relacion de equivalencia, sobre el conjunto de los diagramas de nudos
virtuales.

Kauffman ® mostré que algunos invariantes de nudos clasicos. que se pueden
calcular a partir del diagrama del nudo. Pueden ser extendidos a invariantes de nudos
virtuales. entre ellos. el numero de puentes. el grupo fundamental. los sistemas
periféricos, los quandles, el polinomio bracket, el polinomio de Kauffman y el
polinomio de Jones. La forma general como estos invariantes de nudos clasicos pueden
ser extendidos a nudos virtuales, se basa en omitir los cruces virtuales. Kauffinan
construyo ejemplos de diagramas de nudos virtuales, no clasicos y, por ende, no
triviales, para los cuales los invariantes mencionados anteriormente tienen propiedades
que no se cumplen o que aun no se han podido probar para la categoria de los nudos
clasicos.

Este articulo tiene la doble finalidad de introducir y motivar el estudio de los nudos.
Por un lado. damos una serie de conceptos bésicos de la teoria clasica de nudos y, a
traves de métodos algoritmicos. llegamos a la idea de Kauffinan de los nudos virtuales.
Nos enfocamos en el estudio del grupo de nudos clasicos y virtuales, damos un
algoritmo para hallar la presentacion por encima del grupo de nudos clasicos, el cual se
emula para hallar la presentacién por encima en el caso virtual, ademas, usando este
algoritmo mostramos formas de recuperar nudos virtuales a partic de ciertas
presentaciones. Para mas detalles. véase (*!), Estudiamos representaciones de grupos
de nudos de dos puentes. usando las técnicas de R. Riley “? y H. Hilden. M. T. Lozano
v J. M. Montesinos sobre representaciones en algebras cuaternidnicas %),

Este articulo esta organizado de la siguiente forma: En la seccion 2 hacemos un
estudio corto de nudos, nudos combinatorios y nudos virtuales. También damos la
definicion de grupo de un nudo, nudos fres coloreables y representaciones de grupos de
nudos. En la seccion 3, damos un algoritmo para hallar el nudo combinatorio de un
nudo de dos puentes sin la necesidad de hallar primero el diagrama. Estudiamos el
grupo de un nudo de dos puentes. asi como sus representaciones parabdlicas en el grupo
de las transformaciones de Mobius. Esmdiamos el problema de hallar nudos
combinatorios a partir de presentaciones similares de las de Wirtinger de nudos de dos
puentes.

2 Conceptos basicos

En esta seccion damos algunas definiciones y resultados. sin detenernos mucho en los
detalles. sobre nudos. nudos combinatorios. el grupo de un nudo y nudos virtuales.

2.1 Nudos en §3

Decimos que K es un nudo (0 nudo clasico) si existe una funcién continua e
inyectiva de S* en S%® (o R®) cuya imagen es K. De manera intuitiva podemos
imaginarnos un nudo X como un trozo de cuerda anudado en el espacio, al cual le
hemos unido sus extremos.
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Dos nudos K; v K, equivalentes si 'y sélo si existe un homeomorfismo f: S* — §3.
que preserva la orientacion. tal que f(K;) = K.

Debido a que todo homeomorfismo de S en si mismo es el extremo de una isotopia
ambiente y viceversa, tenemos la prueba del siguiente feorema:

Teorema 2.1 Dos nudos K, v K, son equivalentes si y solo si existe una isotopia
ambiente {e} tefoq) de S° tal que 1y (K;) = K.

Una proyveccion regular de un nudo K consiste en proyectar el nudo sobre el plano =
=0, de tal forma que mas de dos puntos no se puedan proyectar sobre uno mismo y dos
segmentos no puedan tener la misma proyeccion.

Lo anterior motiva la siguiente definicion:

Definicion 2.2 Un diagrama de un nudo es un grafo planar 4-valente orientado y
conexo, tal que los grados de entrada v salida de cada uno de sus vértices son iguales a
2 vy pueden ser dibujados de acuerdo a la Figura I-a.

Siguiendo la idea de la definicion anterior, al dibujar las proyecciones regulares de los
nudos tendremos el cuidado de dejar algunos espacios en blanco alrededor de los puntos
dobles. que llamamos cruces. indicando cudl de los puntos va por encima y asi poder
recobrar el nudo a partir de la proyeccién. La Figura 1-¢ muestra un ejemplo de una
proyeccion regular de un nudo.

\

+1  Possitive crossing

/_ 1 Negative Crossing \)

Example of a knot diagram

Figura 1. Clasificacion de los cruces de un diagrama de un nudo.

Como podemos ver, las proyecciones regulares de nudos son diagramas de nudos.
Los cruces de un diagrama de un nudo son clasificados de acuerdo a la Figura 1-b. Asi
que podemos hablar de cruce por debajo y cruce por encima. Entonces, a la seccion del
diagrama que va de un cruce por debajo al siguiente cruce por debajo se le llama arco
del diagrama: en otras palabras, los arcos son los componentes conexos del diagrama
del nudo.

Un nudo tiene infinitos diagramas, pero cada uno de ellos se puede transformar en el
otro mediante un nimero finito de los movimientos de Reidemeister (véase Figura 2) e
isotopias del plano.

El nudo cuya proyeccion regular no tiene cruces es llamado nudo suelto.
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Figura 2. Movimientos de Reidemeister.

La prueba del siguiente teorema puede ser consultada en ©.

Teorema 2.3 (Teorema de Reidemeister). Dos nudos son equivalentes si v solo si sus
respectivos diagramas se pueden transformar el uno en el otro mediante un niimero
finito de los movimientos de Reidemeister e isotopias del plano.

Por el teorema anterior, no hacemos distincion entre los diagramas de nudos y los
nudos mismos. Un nudo es trivial si este es equivalente al nudo suelto.

22 Construccion de codigos

Sea K un diagrama de un nudo y efiquetemos sus cruces con nimeros
Ay, Qgyere, @y en Z7F, donde n es el nimero de cruces clasicos de K. Tomemos un punto
x sobre K. que no sea un cruce. Recorramos el diagrama a partir de x hasta refornar a
dicho punto en el sentido de la orientacién y formemos una lista con los niimeros de los
cruces que nos vayamos enconfrando en el recorrido, con la convencién de que si
pasamos por debajo del cruce q;. escribimos —a; y si pasamos por encima del cruce a;.

escribimos @;. Denotemos la lista construida anteriormente por C(K) y llamémosla fista

, . max
de cruces. Construyamos la lista (e, e, ..., e,,). donde m = i=12 3 {a;} v para
=1,2,..

todoj € {1,..m},e; = 1sij = @a;y el cruce q; es positivo, e; = —1 si j = a; y el
cruce a;es negativo y ¢ = 1 (6 e; = —1). en los ofros casos. Esta lista la denotamos
por S(K) y la llamamos lista de signos.

A la pareja ordenada (C(K); S(K)) la llamamos nudo combinatorio de K. Notemos
que con esta convencion pueden existir enteros, entre 1 y m. que no correspondan a

cruces del nudo.

Consideremos el diagrama K mostrado en la Figura 3. Si recorremos K a partir del
punfo x obtenemos el cadigo:

((-4.6.-2.4.-6.2). (1. 1. 1. 1. 1. 1)).
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K

Figura 3. Diagrama de nudos cldsicos enumerados.
La construccién anterior motiva la siguiente definicion.

Definicién 2.4 7 Un nudo combinatorio o cédigo de n cruces es una pareja ordenada,

((f’-;[, ig, ey I’-Z?l): (61! ey em))-

tal que, como conjuntos, {i;,15, w.,lon} = {+ay, .., ta,}. donde a,,...,a, en N, son
llamados  cruces del codigo, m = max{a, az...,ap}ye; € {1,-1}, j =
1,2,..,m.

Definimos el codigo trivial como (().()).

Ahora bien. dado un diagrama de un nudo K siempre existe un nudo combinatorio
asociado a K, pero el reciproco no siempre es cierto; por ejemplo. el nudo combinatorio
c=(012-13-4,-34,-2); (1,—1,1,—1)) no es el nudo combinatorio de un
diagrama de un nudo. La Figura 4 muestra un intento por construir un diagrama para ¢.
Observemos que es imposible conectar los extremos g y h sin crear un nuevo cruce.

—E|4 —EI-F h
— |- 9 o [ T—r
MR VI B R VI P 0 0

a b C d

Figura 4. Construccion de diagramas.

Es claro que el proceso anterior no es una prueba rigurosa de que ¢ no es un nudo
combinatorio asociado a un diagrama de un nudo.

De la construccion de nudo combinatorio. a partir de un diagrama de un nudo y por
el Teorema de la curva cerrada de Jordan. podemos inferir la prueba de la siguiente
proposicion:

Proposicion 2.5. Si o = ((iy, i, ., ion), (€1, .y €n)) es un nudo combinatorio
asociado a un diagrama de un nudo, entonces el mimero de ocurrencias entre a; y —
a; en (iy, iy, ..., lop). para todoi = 1,2, ..., 1, es par.
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De la proposicion anterior, el nudo combiantorio o del ejemplo anterior no es el
nudo combinatorio de un diagrama de un nudo.

Definicion 2.6. Un nudo combinatorio es geométrico si es el nudo combinatorio de un
diagrama de un nudo.

Como podemos observar, a un mismo diagrama de un nudo X se le pueden asociar
muchos nudos combinatorios dependiendo de la numeracion de los cruces v del punto
base que escojamos, sin contar con los movimientos de Reidemeister. En 71419 ge
define una relacién de equivalencia sobre los nudos combinatorios y en @9 se prueba
que existe una correspondencia biunivoca entre las clases de equivalencia de nudos y las
clases de equivalencia de nudos combinatorios geométricos, asi que podemos suponer,
sin  pérdida de generalidad. que nuestros nudos combinatorios K =
((iy, 15, o ion), (€1, €5, -, €)) satisfacen {iy,1i,,...,1,,} = {+1,..,+n} y son escritos
en la forma:

K = ((—1,A1,—2,45, ..., 1n,4); (e1,...en)), (1)

donde A;,i = 1; 2,...,n, son subsucesiones disjuntas de iy, i3, ..., s V. ademas, 4; U
. U A, = {1,2,..,n}. Es posible que algunas de las subsucesiones anteriores sean
vacias. Esta forma es llamada forma normal estandar.

Si hacemos x; = (—i,A;,—(i + 1)), i=12..,n—-1 yx, = (—nA,—1).
entonces x; es llamado arco del nudo. i = 1,2, ...,n. Mas aun, si el cardinal de x; es
mayor que 2. entonces x; es denominado puente. A los puentes los denotamos por
Yir-- Vi ¥k es llamado el niimero de puentes de K. El minimo niimero de puentes
entre todos los nudos de la clase es llamado el niimero de puentes de la clase.

Este concepto estd dado también para los diagramas de nudos. Intuitivamente un
puente para un diagrama de un nudo es un “componente conexo" de éste que tiene por
lo menos un cruce por encima. El nimero de estos componentes conexos es el mimero
de puentes del diagrama. El mimero de puentes del nudo es el minimo nimero de
puentes entre sus diagramas asociados.

Ejemplos de diagramas de nudos de dos y tres puentes son dados en la Figura 5.

A X
& §

a h

Figura 5. Ejemplos de nudos de dos vy tres puentes.

Definicion 2.7 4 las clases de equivalencia del nudo combinatorio K la denotamos por
[K] v decimos que un nudo combinatorio [K] es cldasico si y sélo si K es geométrico.
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Puesto que el problema de la clasificacién de nudos sigue siendo un problema
abierto, muchos expertos en el area se han dedicado a clasificar ciertas familias de
nudos; entre tales familias se encuentran los nudos de dos y tres puentes. La subclase de
los nudos de dos puentes fue clasificada en 1956 por H. Schubert (véase ). La
clasificacion completa de los nudos de tres puentes aun no se conoce. pero viene siendo
desarrollada por H. Hilden. J. Montesinos, D. Tejada y M. Toro (véase (7).

2.3 El grupo de un nudo

El grupo [I(K) de un nudo K es uno de los invariantes mas antiguos y poderosos en
la teoria clasica de nudos. Este grupo se define como el grupo fundamental de la 3-
variedad §° \ K.

En la literatura existen métodos para calcular presentaciones del grupo de un nudo,
una de ellas es conocida como presentacion de Wirtinger.

Definicion 2.8 (Presentacion de Wirtinger). Sea G wun grupo. Una presentacion de
Wirtinger de G es una presentacion de la forma
G = (X, X5, e, Xp F T, To e, 1y )
w

donde 1, = x; Exit 1 =i, pywg,.., w, son palabras en el grupo libre

F()(l, s Xp ), no son necesariamente distintas en G.
Una presentacion de Wirtinger se llama ciclica si tiene la forma
(X1, X2, 000, X 2 11, Ty ooy T ),
o W1 ‘
donder; = x; " x;57,0 = L2,..,mwy, ..,wy, € F(xy,..., Xp), no son
necesariamente distintas en G.

Una presentacién de Wirtinger se llama realizable si w; = x;i ., para todo i €
{1,2,..,n}ye; € {1,—-1}.

A partir de cualquier diagrama D del nudo K podemos definir una presentacion de
Wirtinger realizable 17, (D). en la que cada arco de D corresponde a un generador v las
relaciones son definidas como se indica en la Figura 6.

X

Xt 1 Ve

1 1 S
b Sin 7% e r X X Xy Xpar

Figura 6. Relaciones de Wirtinger.
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Es bien sabido que la presentacion 4 (D) es un invariante del nudo K. (véase 19),

Teorema 2.9 U Si el grupo de un nudo es ciclico infinito, entonces el nudo es
equivalente al nudo trivial (S1).

El problema de determinar si un nudo es trivial o no. conocido como &l problema de
desanudamiento, fue uno de los primeros en ser resuelto. En @Y W. Haken da un
algoritmo para determinar cuando un nudo es trivial o no.

La prueba del siguiente teorema puede ser consultada en @Y.
Teorema 2.10 El problema del desanudamiento esta en NP.

Una herramienta bastante poderosa para determinar si un nudo es o no equivalente al
nudo suelto. es la teoria de representaciones de grupos. Por medio de esta técnica se han
podido encontrar familias infinitas de nudos no triviales.

El estudio de las representaciones de este tipo de grupos no solo se ha usado en esta
direccién, también en el estudio de los problemas de geometrizacion de las tres
variedades, en particular de los complementos de nudos en el espacio tridimensional.
Por ejemplo. si tenemos una representacion de II(K) en SL(2, C)., entonces, también
tendriamos una en PSL(2, €), el reciproco no siempre es cierto (véase @?), puesto que
este ultimo grupo es isomorfo al grupo de las isometrias, que preservan la orientacidn,
del modelo hiperbolico del semiespacio superior. entonces, por el teorema de extension
de Poincaré (véase @ para més detalles) podriamos definir acciones de IT(K) en alguna
de las tres variedades.

El estudio del conjunto de las orbitas para el caso de acciones fieles puede ser
bastante interesante en el siguiente sentido: Si G denota la imagen de una representacion
no abeliana y fiel pysi AcC es un dominio fundamental asociado a G. entonces. el
conjunto de orbitas bajo la accion de G sobre A puede tener estructura de variedad bajo
ciertas condiciones. Mas aun. podemos extender la accién al semi-espacio superior y
considerar un dominio fundamental Q donde G, Q podria ser un poligono de Dirichlet
(véase @ para la construccién) en H? y preguntarnos sobre la geometria de Q/G.

Por otro lado, hallar representaciones del grupo del nudo en el grupo simétrico Sy
también es una herramienta para distinguir nudos. Existe una familia de nudos cuyos
grupos fienen representaciones en S;; esta familia se llama coleccion de nudos 3-
coloreables.

Definicion 2.11 Un diagrama de un nudo es 3-coloreable si podemos pintar sus arcos
con tres colores R = rojo, A = azul y V = verde, de tal forma quie todos los colores sean

usados y en cada cruce aparezcan o los tres colores o un solo color.

No es dificil probar que ser 3-coloreable es invariante bajo los movimientos de
Reidemeister v que. ademas, el nudo trivial no es 3-coloreable. La Figura 5 muestra un
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ejemplo de un nudo 3-coloreable (@) y otro que no es 3-coloreable (b). ;Como se prueba
que tal nudo no es 3-coloreable?

Teorema 2.12 Si K es 3-coloreable, entonces existe una representacion de II(K) en el
grupo simétrico Ss.

Demostracion. Supongamos que K es 3-coloreable y escojamos una coloracion de sus
arcos. Separemos los generadores de II(K)en fres grupos de acuerdo a su respectivo
color. Supongamos que (X,...,X,|T,...,1;,) €5 la respectiva presentacién de
Wirtinger de II(K). Consideremos el homomorfismo natural

e (XX, 1) = S5,

donde
(12) si x; corresponde al color rojo
wix;) = (13) si x; corresponde al color azul (2)
(23) si x; corresponde al color verde
Debido a que
(12) (23) (12) =(13),
(23) (12) (23) = (13). ©)
(13) (12) (23) = (21).

entonces ker(p) = (17, .., T, ). con lo que i extiende a un homomorfismo de I[1(K) en
S
3

El siguiente algoritmo nos da una forma eficiente de calcular una presentacion del
grupo de un nudo. Puesto que es bien conocido y su prueba se obtiene al aplicar una
sucesion adecuada de transformaciones de Tietze, omitiremos su demostracion.

Algoritmo 2.13 (Algoritmo para hallar la presentacion por encima). Sea D un diagrama
de un nudo con puentes denotados por yy,...,Vy como se indica en la Figura 7. Aqui,

ey, = 1 si el cruce es positivo o e, = —1 si el cruce es negativo.
13 L y
; y

) 1% “k k,

f'\'; % ,{-: ‘yf\'j "‘n'-J A
S [ 5 = > = =
L - Cdl Cdd Cd - L4
e € .

.,Vi el’\'lp e’J‘ 2 ekj A\ Il A.r };1 t1

Figura 7. Presentacion en puentes.
Para cada puente y; escoja un punto z;.
(i) Recorra el diagrama D desde el punto z; en el sentido de su orientacion.

(ii) Escriba una palabra w; con las etiquetas de los puentes que recorra por
debajo, con la siguiente convencion: escribimos y; (0 yi*) si el signo del
crice con respecto al cual se recorre el puente por debajo es positivo
(negativo).
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(i) Termine el proceso hasta llegar al puente y; 4.

(iv) Con la notacion descrita en la Figura 7, obtenemos

€ky €ks—1 ., ks

W‘: Pkl eks CERS
i ykl sz ykg yks—l y_z;s

Se prueba que y\W; = W;Yisq1 ¥, ademas que I1(D) = G(Wy,...,W).

De lo anterior, tenemos la prueba del siguiente teorema: (otra puede ser consultada en
any,

Teorema 2.14 Sea D un diagrama de un nudo y sean yy,..., YV sis puentes, entonces
existen palabras wy,...,Wx en el grupo libre F(yi,...,Yy), tales que

D) = Yoo, Y Wit yaws ¥yt os Wily YieaWi—1 Y5 Wit YeWi Y10) (4)

La presentacion anterior es conocida como presentacion por encima del grupo de un
nudo. Usamos la notacién G (wy, ..., w,,) para indicar la presentacion G1.

Ejemplo 2.15. Una presentacion por encima del grupo del nudo, mostrado en la Figura
5-a, esta dada por G(y.; Xxy) v para el grupo del nudo de la Figura 5-b, es
G(X3X3X1, X3X1X9, X1 XpX3).

Definicion 2.16. Sea K un nudo y 0 = ((iy, ., lon), (81, v, €)) tin nudo combinatorio
asociado a K. Si G(wy,...,Wy) es una presentacion por encima del grupo de K,
definimos la pareja periférica de K como el par (L, = wy - wpm™P,m), donde
P =Yl Ca ¥ M € iy}

A la palabra by, se le llama una longitud del nudo y a m, un meridiano.

Decimos que dos parejas periféricas (L, m)y (I, m') son conjugadas si existe
T € G(wy,..,wy) tal que Ly = thy, T ym = tm' v, En @, definimos la
estructura periférica de un nudo como la clase conjugada en G(wy,...,wy) de una
pareja periférica. En @Y. se prueba que la estructura periférica es tunica, salvo la
conjugacion.

La tripleta (G(wy,...,Wy); Ly, m) se llama sistema periférico. Dos sistemas
periféricos son isomorfos si y s6lo si existe un isomorfismo entre los grupos de los
nudos que envia una estructura periférica a la otra. El teorema de Waldhausen afitma
que los nudos estan completamente determinados por sus sistemas periféricos. (Véase
@3 Para la prueba del siguiente teorema. véanse @3

Teorema 2.17 Si (G(Wy,...,Wy); Ly, M) es un sistema periférico de un nudo v I, es 1,
donde | representa la identidad de G(wy,...,wy) , enfonces el nudo es trivial.

La deficiencia de una presentacion es la diferencia entre el niimero de generadores y
el nimero de relaciones. La deficiencia de un grupo es el maximo de las deficiencias de
las presentaciones de un grupo si tal nimero existe. Aunque es bien sabido que la
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deficiencia del grupo de un nudo es 1. aqui presentamos una prueba combinatoria de
este hecho, pero antes, probamos el siguiente resultado: (Su prueba fue realizada por O.
P. Salazar en @),

Teorema 2.18 Si G es el grupo de un nudo, entonces G = G' X 7, donde G' es el
conmutador de G. Por tanto, G /G' = L.

Demostracion. No es dificil probar que G/G' es isomorfo a Z, sea t tal que Z = (#).
Sabemos que G tiene una presentacion de la forma

<x11"'an | rll'"'Jrﬂ)J
donde 1, = x7°x, xfxi}, €€ {1,—1}. Consideremos el homomorfismo

T (Xq,.0, Xy |} = (t). dado por x; — t. para todo i. Puesto que 7 (7,) = 1. entonces
7 define un homomorfismo de G sobre Z que también llamamos .

G/ Gr

Puesto que ¢' < Ker(m). entonces ——— = Z. luego ¢' = K er(m). Por tanto.
K er(m)/ Gr =
podemos definir la sucesion exacta corta
T
1566 -7 > 1, 5)

Ademas. si defimimos el homomorfismo W: Z — G,t — x1. entonces,
(0 W)(t) = t. Por tanto, la sucesion exacta (5) es escindida, porloque G = G’ x4 7.

La prueba del siguiente teorema usa el hecho de que el grupo de un nudo tiene una
presentacion con deficiencia 1 (véase ).

Teorema 2.19 La deficiencia del grupo de un nudo es 1.

Demostracion. Supongamos que tenemos una presentacion

(Xpy e X | Taree s o)y

donde 1, = x;°x, xF xpty,e € {1,—1}. Puesto que G/ G' = Z. entonces tenemos
una variable libre que denotamos por x;. Si n = 1. entonces no existe ninguna relacion
no trivial.

Supongamos que n > 1. Dado que G/ G’ es un grupo abeliano. podemos despejar a
X, de una de las m relaciones como x;” = xil x;l":ll v, tal que i,, es 1 o un divisor
de las potencias de x,, en las otras relaciones. Reemplacemos x,, en todas las relaciones
que aparezca y asi. eliminemos una relacion y un generador. Supongamos que m >
n — 1y repitamos el proceso para x,_;. Eliminemos entonces otra relacion y otro
generador, confinuemos hasta encontrar una expresion para x,. Hasta aqui, hemos
eliminado n — 2 relaciones y n — 2 generadores. Es claro que las relaciones en las
que pueda despejarse x, son de la forma x, = x¥. Si x; es libre, debe darse que k =
0 y. si x; no es libre, entonces k = +1. asi. las otras m —n + 1 relaciones son
redundantes. Por tanto, la presentacién de G no requiere mas de n — 1 relaciones. Si
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m < n — 1, entonces los restantes n — m generadores son libres, lo cual es
imposible por la presentacion de G/ G'.

Por ultimo. cabe aclarar que en general el grupo de un nudo no es un invariante
completo; es decir, existen nudos que no son equivalentes y, sin embargo, sus
respectivos grupos son isomorfos. Pero, si los nudos son primos, entonces este grupo los
distingue, salvo la imagen espejo e inverso. Estas definiciones pueden ser consultadas
en . Asi, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 2.20 Sean K; y K, nudos primos. Si I1( K;) es isomorfo a II(K>), entonces o
K, es equivalente a K, o a la imagen espejo de K5 o al inverso de K, o al inverso de la
imagen espejo de Ks.

2.4. La idea de Kauffman

Como habiamos visto previamente, existen nudos combinatorios que no provienen
de diagramas de nudos. Entonces, ;jqué debemos hacer con estos codigos? Para resolver
este interrogante, L. H. Kauffman (véase ®)), permitié un nuevo tipo de cruce que €l
denomind cruce virtual y trabajar con el diagrama haciendo caso omiso del nuevo
cruce. A ese tipo de diagramas, Kauftman los llamo diagramas de nudos virtuales.

Si completamos el proceso descrito en la Figura 4. teniendo en cuenta la idea de
Kauffiman, obtenemos el diagrama mostrado en la Figura 8. Asi, podemos asegurar que
a cada nudo combinatorio le corresponde un nudo virtual y viceversa. La prueba de esta
tltima afirmacion no es dificil de obtener. Para mas detalles. véase @V,

Figura 8. Consmiccion de un diagrama de nudo virtual.,

Kauffman definié una serie de movimientos, llamados movimientos extendidos de
Reidemeister sobre estos diagramas, al considerar los mostrados en la Figura 9 que,
junto con los movimientos de Reidemeister, definen una relacion de equivalencia. El
probd, entre otras cosas, que los nudos pueden ser vistos como una subcategoria de los
nudos virtuales. En @9, se prueba que existe una correspondencia biunivoca entre las
categorias de los nudos virtuales y los combinatorios.
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R N

B D> RN - X

Figura 9. Movimientos virtuales de Reidemeister.

Definicion 2.21 Un nudo combinatorio es cldsico si es equivalente a un nudo
combinatorio geomeétrico.

Existen condiciones necesarias y suficientes para determinar cuando un nudo
combinatorio es geométrico (véanse 1529). La siguiente condicion es necesaria. pero no
suficiente para determinar cuando un nudo combinatorio no es geometrico:

Proposicion 2.22 Sea K = ((iy, i3, e ,i2n), (81, €5, . €y)) un nudo combinatorio.
Aplicando permutaciones ciclicas sobre (i1, 15, .. ,l5,) supondremos quie

K = ((_eafaf’sﬂf’eﬂjaj ’ gaf )i(e1 s €m)),

donde Sq es una subsucesion de 1,13, .. , (2.

. _ gl _ ;
Si g, (K) = de Saj ?em = 0, donde |g| denota el valor absoluto de g,
entonces K no es geométrico.

El siguiente polinomio fue definido en @9 para diagramas de nudos virtuales. Aqui
usaremos los nudos combinatorios para dar una definicion alternativa:

Definicion 2.23 Sea [K] la clase de equivalencia de un nudo combinatorio K con
cruces Qy, ..., Ay, entonces el polinomio Py (t) es el polinomio

" | g 0 |
Pra(0)= ) (et )

i=1aq; (K)%0
Y Pig(t) = 0siay, (K) = Oparatodoi=1.2....n

En ) se prueba que Pig(t) es un invariante de nudos combinatorios y. por tanto, de

nudos virtuales. Dicho polinomio tiene la particularidad de ser cero sobre la categoria de
los nudos combinatorios clasicos.

Aunque en la literatura existen muchas técnicas (véase, por ejemplo, ¢272%) para
determinar cuando un nudo virtual no es equivalente a un diagrama de un nudo clasico,
gste sigue siendo aun un problema abierto. La técnica expuesta en %y en ' parece ser
una buena aproximacion a resolver dicho interrogante.
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La definicion del grupo de un nudo virtual se hizo a nivel de diagramas. haciendo
caso omiso de los cruces virtuales; es decir. que algunos arcos pasaran a través de
cruces virtuales y las relaciones se obtendran en los cruces que no sean virtuales.
Usando los nudos combinatorios, podemos definir lo que es el nimero de puentes para
los nudos virtuales y tener el siguiente teorema (para la prueba véase 1:

Teorema 2.24 Sea K un nudo virtual y sea II(K) su grupo. Si K tiene k puentes,
Vireee, Yy, entonces existen palabras wy, ..., Wy en el grupo libre (y,,..., Vi |) tales que
I(K) = Vi, Ve | Viwy = WiYiga 1 = 1,2,..,k ). Las palabras wy,...,wy se
computan de la misma forma que la descrita en el Algoritmo 2.13.

Al permitir los movimientos virtuales de Reidemeister sobre los diagramas de
nudos. podemos tener la siguiente definicion alternativa de numero de puentes virtuales,
como sigue: sea D un diagrama de un nudo y denotemos sus clases [D] y [D],, bajo los
movimientos de Reidemeister vy los movimientos extendidos de Reidemeister.
respectivamente. Entonces, tenemos el numero de puentes virtuales, denotado b([D],) y
el nimero de puentes real b([D]). como el minimo ntmero de puentes en las
respectivas clases. Es claro que b([D],) = b([D]). (Es posible tener la igualdad?

La definicion de grupo de un nudo virtual de Kauffinan no tiene el caracter
topologico de la hecha para los nudos en S2, sin embargo. es posible definir un grupo de
esa misma forma. Para ello. debemos introducir lo que comunmente se conoce como
realizacion de nudos virtuales en superficies engrosadas, véase .

Definicion 2.25 Una superficie engrosada es una 3-variedad de la forma X X [0,1],
donde I es una superficie orientable y compacta. Un subconjunto K de L X [0,1] es
llamado un nudo generalizado si existe un encaje de St en T = [0,1], que preserva la
orientacion, cuya imagen es K.

En forma andloga al caso de los nudos en S°. podemos pensar en diagramas de
nudos generalizados sobre superficies orientables y compactas. Ademas, puesto que los
movimientos de Reidemeister sélo afectan una parte del diagrama dentro de un disco
pequenio, podemos pensar en los movimientos de Reidemeister para el caso de
diagramas de nudos generalizados sobre superficies orientables y compactas. Solo
debemos tener cuidado de que los diagramas no intersecten la frontera de la superficie
donde yacen.

Aunque no hay un teorema analogo al de Reidemeister que relacione los nudos
generalizados con sus diagramas. podemos hacer la siguiente definicion (véanse ¢-2%)):

Definicion 2.26 Sean D; un diagrama de un nudo sobre una superficie orvientable v
compacta L;, i = 1,2. Decimos que (L, D;) es geotopico a (X,,D,), denotado
(Z,,D1) & (Z,,D,) si existe una superficie orientable y compacta L, v embebimientos,
que preservan orientacion [fi:L; — X5, 1 = 1,2 tales que, f,(D;) se pueda
transformar en f,(Dy) mediante un nimero finito de los movimientos de Reidemeister
sobre Eg.
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Al conjunto de todas las parejas ordenadas de la forma (Z,D). donde ¥ es una
superficie orientable y compacta y D es un diagrama de un nudo sobre ésta. lo
denotaremos por D.

Definition 2.1 ®® Sean (I,K),(Z,K') € D. Estos dos elementos son establemente
equivalentes, denotado por (L,K) ~ (T',K"), si existen (Z;, K;) €D, i=1,2,.., n, tales
que

(Z,K) £ (Z,K) £...58(,K,) £ (& K).

Un ejemplo de dos diagramas de nudos generalizados establemente equivalentes se

ilustra en la Figura 10.
~ Dmlegiﬁje "\

a

P~
(-1,-2,1,2,-4,3,4,-3),(1,-1,1,-1)) (-4,34,-3),(1,-1,1,-1)) ((-4.3.4,-3),(1,-1,1,-1))
|
((4.3.4-3.(1.-1.1.-7)) ((-4,3,4-3)(1.-1,1.-1)) ((-4,3,4.-3).(1,-1,1,-1))
e Doble giro de Denh . @
~ L £
0.0 .o ()]

Figura 10. Nudos generalizados establemente equivalentes.

En la Figura 11 mostramos, por medio de un ejemplo, la relaciéon que hay entre
diagramas de nudos virtuales y los nudos generalizados.

Figura 11. Relacién entre los nudos virtuales vy los nudos generalizados.

Una prueba del siguiente teorema puede ser consultada en %)
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Teorema 2.27 Existe una correspondencia biunivoca entre las clases de equivalencia
de mudos virtuales v las clases de equivalencia estable de nidos generalizados.

Demostracion. En la figura 12 se da una idea intuitiva de la demostracion.

'}2;‘— ==y /'_ 5 -

_/ls{\__ // i\\_ §< P s )T
! 1 =1 o1

'}:,f/ ™ r;,,?-——:)ﬁi/ ~ ,_,,{_,/// “ \I ~

7 NS
/jj' ) I s Il\JC\ - 'x U(I

Figura 12. Relacion entre los movimientos virtuales de Reidemeister v la equivalencia estable.

Podemos. asi. también definir el grupo de un nudo virtual como el grupo
fundamental del complemento de una realizacién de éste en alguna superficie
engrosada. Probablemente este grupo no sea un invariante de nudos virtuales. pero si
podemos hacernos preguntas inferesantes, como por ejemplo. sobre la geometria del
complemento de nudos generalizados vy si ésta esta conectada con representaciones de
los grupos de nudos virtuales en PSL(2.C) como pasa con el caso clasico.

La prueba del siguiente feorema es inmediata; por tanto, la omifiremos.

Teorema 2.28 Si K es un nudo virtual de longitud 1 y tiene un grupo no ciclico,
entonces K no es equivalente a un nudo clasico.

3 Nudos combinatorios de 2 puentes

Dados a,f primos relativos, tales que 0 < a,—a < f < aya sea impar,
construimos un nudo combinatorio de 2 puentes que se puedan realizar como un nudo
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en S, Probamos que esta realizacion corresponde a la construccion de Schubert, véase
as

Para los siguientes resultados, a y £ son primos relativos, tales que 0 < @,0 <
B < ayaesimpar.

Teorema 3.1 Para todo k € {1.2,..., a— 1},
(1) El nimero kfino es congruente con ta modulo 2a, para t =1, 2,
(2) Existe un umico ty € (0,a) U (@,2a) n Ztal que kff = tp mod2a y
(3) Como conjuntos

{fle —tx|l:k=12,....,0a — 1} = {1,2,...,a — 1}.

Demostracion. (1): Probemos el caso ¢ = 1. pues el caso t = 2 es similar.
Supongamos que existe k en {1. 2, ..., a — 1} tal que kf = a mod2ea. Si § es par.
entonces « seria par. que es un absurdo. Si f es impar, puesto que ¢f = « mod 2a. se
tendria que kf = af mod 2a, de donde existe n € Z*, tal que aff — kff = 2na v,
asi. (@ - k)B = 2na y. por tanto. (a - k) es multiplo comun de §y a. Puesto que
(a, ) = 1. entonces el minimo comun multiplo de e v f es aff, asi que, aff =< (a - k).
que es un absurdo.

(2): Si 0 < kff < 2a, entonces £, = kf. Por otro lado, si kff > 2a, existen n,r
enteros, tales que kff = n(2a) +r,con0 < r < 2a. En este caso, hacemos t; = r.

Sea k € {1,2,..,a — 1} y sean vy, € (0,a) U (o, 2a). tales que kf = &}
mod 2aykf = t;, mod 2a. Entonces.|t, — t; | = 2ma, para algin m € Z*. Por
otro lado [t — t;, | < 2a.dedondem = Ovyasi t = t;.

(3): Se tiene de (2).

De lo anterior. podemos definir lo que llamaremos sucesiones puentes.

Definicion 3.2 Las sucesiones puente estan definidas como:

Al = ny,Ny,... N — 1L, A, = my,my,..,My,,
donde
B { k si k es par 6
Ma-tx] = g + (k—1) sikesimpar ©
C(a+(k—1) si k es par
Mig—t},| = { k sik esimpar ™

kF=12..a— 1

Con la idea de no dar una notacion recargada. usamos. sin remor a confusion. la letra
A: para denofar tanto a la sucesion puente A: como al coniunto ordenado f4.}%.1 = 1.2
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Teorema 3.3 Las sucesiones puentes estan bien definidas. Mds aun,
(1) Ay N Ay =¢y
(2) A, UA, = {1,2,...,2a — 2}.

Por tanto si Bl=-1,-2,...,—(a — 1),B2 = —a,—(a + 1),...,—(2a —
2)yeq,8s,..n, €30 € {1,—1}, son tales que e, = —1sit, € (a,2a) o e, =
l1sity € (0,a).parak =1,2,...,a—1yeqyj_1y = epparaj = 1,2,...,a — 1,
entonces

Kap = ((A1,B1,42,B3),(ey,€2,...,824-2))
es un nudo combinatorio.

Demostracién. (1): Razonemos por el absurdo. supongamos que existe b € A; N A,,
entonces b = n, = m, para algunos x,y € {1,2,...,a@ — 1}. Por Teorema 3.1,
existen 5,7 € {1,2,...,@ — 1} tal que N, = N gt ¥ My = Mg_¢,. Consideremos

los siguientes casos:

Caso 1: Si s es un numero par, entonces b = n, = n g_; = s. Ahora bien, si r es
par, my = Mg, = a + (r — 1), dedonde s =b = m,=a+ (r—1) ¢
{1,2,...,a — 1} contradiciendo la escogencia de s. Sir es impar, § = r que, tampoco
es posible, ya que s es par y r es impar.

Caso 2: Si s es un numero impar, entonces b = n, = N g = @ + (s — 1).
Ahora bien, si res par, my = Mg = @ + (r — 1), dedonde @ + (s — 1) =
b =m, = a + (r — 1).yasis =rqueno es posible, ya que s es impar y t es par.
Si r es impar. my = Mg_¢, = r. reemplazando. @ + (s — 1) = r. lo que
implicara que r € {1,2,...,a - 1}. contradiciendo la escogencia de r.

(2): Sear € {1; 2,...,2a - 2}. Supongamos que 1 < r < ¢ — 1. Si r es par.
entonces r = n g € Ay Siresimpar, 1 = Mg | € 4.

Porottolado.sia < r < 2a — 2. existek € {1,2,...,a- 1}talquer = a +
(k — ) (tomek =71 — (¢ — 1)). Sikespar. v = Mg | € A, ysik esimpar.

r = Ng ¢, € A;. Deloanterior,r € A; U 4.

Dados @, § primos relativos tales que 0 < a,0 < f < a, existe un diagrama de
un nudo de dos puentes, denotado S(«, ). asociado a w y 3, véase @,

Teorema 3.4 El nudo combinatorio K, p es geométrico.
Demostracion. Para probar que S(a, £) es una realizacion de K, g, debemos ilustrar la

construccion de Schubert, véase @®. Consideremos la Figura 13, donde 4,y A,
representaran los puentes del diagrama S(«, ).
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A, A;
atl e+ 2o, 2u-2 2o-l 1 2 B a2 a-l
[ =] | =]~
a > = 0 0 < = a
MR MEE
o=l o2 b ) I 2o-1 20-2 20-p o+2 o+l

Figura 13. Descripcion de los puentes de S(a, [3).

Recorramos la parte A;. desde el punto « hasta 0. Tracemos una curva desde 0 hasta
el segmento etiquetado con £, en A, y enumeremos dicho cruce con el niimero 1, como
se muestra en la Figura 14. Observemos que si recorremos A, desde a hasta 0, la
posicion del 1. en dicho recorrido. esa — .

A,
o+l o+2 2o, 20-2 2o-l a1
a-1 -2 S )i o+l

Figura 14. Paso 1.

Busquemos en A4,el segmento etiquetado con t, y fracemos una curva desde el
segmento etiquetado con 2a — £ hasta el segmento etiquetado con t, y enumeremos
dicho cruce con el nimero 2, como se muestra en la Figura 15. Observemos que si
recorremos A; desde a hasta 0, la posicion del 2, en dicho recomrido, es |@ —t,|. En
general sia < t2 < 2a, laposicion del 2 es |a — t,].

A,

o+l a+2  2o-, 20-2 2ol

o-1 a2

Figura 15. Paso 2.

Repitamos el proceso anterior hasta t,_, y tracemos una curva desde el segmento
etiquetado con 2a — t,_, hasta el punto @ en A,. Luego. recorramos A, desde a hasta
0 v tracemos una curva desde 0 hasta el segmento etiquetado con 8 en A; v etiquetemos
ese cruce con a. Busquemos en A4, el segmento etiquetado con ¢, v fracemos una curva
desde el segmento efiquetado con 2a — 3, en 4, hasta el segmento efiquetado con t,. en
A, v nombremos dicho cruce con el mimero @ + 1. Repitamos este proceso hasta t,_,.
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El proceso anterior produce un diagrama de un nudo clasico de dos puentes y una
enumeracion de sus cruces con numeros enteros desde 1 hasta 2a — 2. de tal forma
que si recorremos el diagrama S(a, #) a partir del punto « en 4;, se produce un codigo
nudal de la forma

((B1,-1,-2,...,—(a —1),By,—a,—(a+1),...,—(2a — 2)),(e',€'5,..., €' 54_5)).

donde la posicién |a — tx|en By esksiesparentre lya — loesa + (k — 1)sik
es impar entre 1 y @ — 1. La posicion |@ — ti| en B, es ksies imparentre l ya — 1
oesa + (k — 1)sikesparentre l ya — 1. Conlo que B, = A, yB, = A4,. Por
ultimo. por la misma numeraciéon de los cruces siempre estamos enfrando por el
segmento etiquetado con t. conloque e, =1.511 < tp < aoe,= —1lsia <
ty < 2a.conlo que e}f = gj.paratodoj = 1,2,...,2a — 2.

Definiciéon 3.5 Sean « yf primos relativos a > 0,—a < f < 0y« impar.
Definimos Ko g como el nudo combinatorio dado por

((A,—1,-2,...,—(a—1), 4, —a,—(a +1), ..,
—(2a —2)),(—ep, —ey,..., —€34 2)).

La prueba del siguiente teorema puede ser encontrada en [®, Teorema 2.1.3].

Teorema 3.6 Los nudos combinatorios Ko g ¥ Ky g son equivalentes si y solo si

a=a yf = modaéff = lmoda

Teorema 3.7 Sean a y s primos relativos, tales que 0 < ¢ — a < s < ays es
par, entonces existe ff impar, con —a < f§ < a,tal ques f = 1moda. Con lo que
Krr,s ~ Kgp-

Demostracién. Por el teorema 57 en @V, existe 0 < x < « tal que sx = 1 mod a
Ahora bien, si xes impar, tomemos = x. Si xes par, entonces f = x — «. es
impar, —a < f < 0ysff = sx = 1moda. De lo anterior, la existencia del
numero f esta garantizada.

Por otro lado, puesto que sf = 1mod, entonces (f,a) = 1y asi. K;p esun
nudo. Por el teorema 3.6. K, ~ Kyp.

La siguiente proposicién nos dara otra forma de calcular la lista de signos de K, .
Su prueba puede ser consultada en @9,

Proposicion 3.8 Para j € {1,2,..,a —1}. sea & = sign(c;) = sign(c;) donde
—a < ¢ < ayjpf =c¢;mod2a. Entonces ej = & ,paratodoj = 1,2,..,a — 1.

. , X a—1, - o~
Mas ain, para j € {1, 2,...,7},8,1_}- = &.
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3.1 El grupo de un nudo de 2 puentes
Iniciamos esta seccion con el siguiente teorema.

Teorema 3.9 Si K = K, p, entonces la presentacion por encima de 11, (K) esta dada
por
I (Kgp) = (0,y: xw = wy,x =y). (8)

e er

dondew = y®ix% . . y%2x®ty 1 = y ®ix" %2,y %2x"

Corolario 3.10 Dados a y B,11(K,5) = II(K,_p).

Proposicion 3.11 Para fodo a y B existe un unico s € {1,2,...,a — 1} par, tal que
sf = —1moda 6sf = 1moda.

Demostracion. Hacemos la prueba para el caso f > 0. ya que el caso f < 0 es similar.
Puesto que (8, 2a) = 1. entonces por el teorema 57 en GV, las ecuaciones xf = (1 +
a)mod 2a y yf = (@ — 1) mod 2« tienen solucién en (0,«). Probemos que fales
soluciones son pares. En efecto, sea s una solucion de la ecuacion xff (a@ + 1) mod a,
entonces existe h € Z tal que sf = a + 1 + 2na, puesto que a + 1 + 2na es pary 8
es impar, asi que s debe ser par. Por otro lado, sea s una solucion de la ecuacion yff =
(@ — 1) mod 2a. entonces existe m € Z, tal que yf = a — 1+ 2ma, como a —
1+ 2ma es par y [ es impar: por lo tanto. s debe ser par. Puesto que s es par, sff =
(@ + 1) mod 2a equivale a que sf = +1mod «.

Por tltimo. sean s y s € {1,2,...,a — 1} pares. talesque sf = +1moda y sff =
+1mod a ys'f = £1mod a. Sin pérdida de generalidad, supongamos que s — s' > 0.
Sean my n enteros. tales que sf = +1+mays'f = +1na, conlo que (s —s")f =
(m — n)a. puesto que (@,B) = 1. entonces [a,f] = aff. donde [,f] denota el
minimo comun multiplo de a y 3, con lo que (s — s")f = af. que es un absurdo, ya

ques — s' < a,luegos = s

Teorema 3.12 Sean a, B primos relativos tales que: 0 < a,—a < [ < ay a impar.
Sea s = s(a,f) el mimero par, tal que 2 < s < a — 1lysf = 1moda (6sf =
—1mod &), entonces, para todo B € (—a,a)talquesf = 1modadsp =
—1mod a,

H(Ka,ﬁj = H(Ka,ﬂf)-

Demostracion. Supongamos que sf = 1 mod a, puesto que (s,a) =1y 0 < s < a,
entonces por el teorema 3.6. K g ~ K, 5. Ahora consideremos los siguientes dos casos:

Caso 1: Si sf’ = 1mod . por el teorema 3.6. Ky s ~ Kgp, . con lo que. Kag ~ Kag:
y por la invarianza del grupo de un nudo. IT ( Kap) = IT (Kap).

1 mod «. Por el teorema 3.6,
I( Kas).

Caso 2: Si sf'= —1moda. entonces (—s)f’
Ko —s = Kgp, yporla proposicion 3.10. IT( Kg—s)

[1¢
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Ahora supongamos que sf = —1mod a, entonces (—s)f = 1 mod a. Puesto que
(—s,a) = 1. entonces, por el teorema 3.6, Ky p ~ Ky _s.

Haciendo un procedimiento andlogo al caso anterior. se muestra que IT1(K,g) es
isomorfo a [1(Kq g ).

Algunas aplicaciones del niimero s se dan en los siguientes ejemplos:

Ejemplo 3.13 Para a =7y =3, I(K;3) = (x,y: xw = wy,xt = 1y). donde
w = yxy 'x tyxyt = y'x~lyxy~'x~'. Asi. los relatores de ITI(K; 5) son:
ry o xyxy xTlyx = yxy tixlyxy.

ryt xy laTlyxyTixl = yTlxTlyxyTlxly

Por otro lado, 2 X 3 = —1mod 7, de donde s = 2. Si pasamos las 2 primeras letras
del lado izquierdo, en la relacion 1y, al derecho y pasamos las dos ultimas letras del
lado derecho, en la misma relacion, al izquierdo, obtenemos la relacion 1,.

Ejemplo 3.14 Para a = 13y f = 3, H(Klg,g) = {x,¥y: XW = Wy, xT = TY),
donde w = yxyxy x "ty tx lyxyx yt =y lamly tx tyxyxyix"ly " lx Tl Asi,
los relatores de Tl (K 13,3 ) son:

r s xyxyxy x Ty Iy lyxyx = yxyxy x Ty I Lyxyxy

Tyt xy_lx_ly_lx_lyxyxy_lx_ly_l)(_l — y_l)(_ly_lx_lyxyxy_lx_ly_lx_ly.

Ahora bien, 4 x 3 = —1mod 13. de donde s = 4. Si pasamos las 4 primeras letras
del lado izquierdo, en la relacion 1y, al derecho y pasamos las 4 ultimas letras del lado
derecho, en la misma relacion, al izquierdo, obtenemos la relacion t,.

Ejemplo 3.15 Para « = 13yf = 7,11(Ki37) = (x,¥: xw = wy,xT = 1))
donde w = yx ty lxyx 'y rxyx 'y Tix oy T = ylxyxly tayx Tty T layx Tt

reemplazando. encontramos que los relatores de H(K 13,7) son:

ry s xyx ty Ty Tty ey ty e = yaty eyt ty T xyx Ty T ixy

1yt xy layx Ty lxyxTlyTixyx Tl = yolyxyxTly T lxyx iy lxyxTly.

Puesto que 2 X 7 = 1mod 13,5 = 2. Si pasamos las 2 primeras letras del lado
derecho, en la relacion 1y, al izquierdo v pasamos las 2 ultimas letras del lado
izquierdo, en la misma relacion, al derecho, obtenemos la relacion 1.

Ejemplo 3.16 Para a = 13yf = 5M(Ky35) = (x,y: xw = wy,xt = 1),
donde w = yxy tx "ty lxyx~lylx"lyxyt = y lx"lyxyx~ly lxyxy ix~L

Reemplazando, encontramos que los relatores de H(K13,5) son:
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rs xyxyTix Tty Thxyx Ty T Ty = yxy Ty Ty ty i yy

ot xy txTtyxyx Tty txyxyixt = yx"lyxyx iy~ lxyxylx Ty,

Puesto que 8 X 5 = 1mod 13,s = 8. Si pasamos las 8 primeras letras del lado
derecho, en la relacion 1. al izquierdo v pasamos las 8 ultimas letras del lado
izquierdo, en la misma relacion, al derecho, obtenemos la relacion 1.

Procediendo de forma similar a lo hecho en los ejemplos anteriores. probamos en 49
el siguiente teorema:

Teorema 3.17 Para todo a y 3, el relator Xt = Ty es consecuencia del relator xw =
wy, dondew = y®1x%2,, . y®2 x®1y1 = y %1 x"%2 ... y %2 x" i Por tanio, el
grupo (K, ) tiene deficiencia 1.

3.2 Representaciones de grupo de nudos de dos puentes
En esta seccion estudiamos representaciones de los grupos de nudos de dos puentes

en el grupo de matrices SL(2,C). dando algunas condiciones sobre las palabras wy, w,
para que existan fales representaciones. Para més detalles véase ©2. También

. - - e LU
consideramos el caso general de representaciones en el algebra quaternioénica H = %.
véase (13),

Sea z un niimero complejo y consideremos las matrices parabolicas
10 11
=0 7)) » B=(; ) 9)
z 1 : 0 1

Sea F = F (x,y) el grupo libre en los generadores {x, y}. Existen homomorfismos
unicos,

H: F — SL(2,C)conH (y) = B,yH(x) = A,. (10)
La imagen de F bajo este homomorfismo la denotamos [, .

Siw = yix®z ... y®m-1 x®m € F,a H (w) la denotamos genéricamente por

— a b — €1 ez .. €m—1 €a—1
w (C d) Bt 422 ... Bfm-1 4°

por lo que @, b, ¢ y d son polinomios en la variable z., véase [Proposition 1, G¥].

Para extender el homomorfismo H definido en (10) al grupo G(w). se requieren
condiciones que garanticen que las relaciones se preserven.

Teorema 3.18 Sea W = (S ?i

zbya = 0.
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Demostracion. La igualdad A,W = WB es cierta si y s6lo si
( a b ) _ (a a+ b)
za+c zb+d c c+d
resolviendo estas ecuaciones obtenemos que A,W = WBsivsolosic = zbya = 0.

Teorema 3.19 Sea W = (f_ 3

mimero impary €q,_; = €; € Z\{0}. paratodoj = 1,2,...,

) = Bt A2 .. B2 Alel € F(x,y). @ un

a-—1
- entonces zb = c.

Demostracion. Véase @9,

La prueba del siguiente teorema se hace por induccién matematica.

a b . e €y
Teorema 3.20 Sea W(®) = ( ) Bt A2 .. B**2 A" dondee; € L'y
c .
€q_j = e parafodoj = 1,2,...,n = %; a impar mayvor o igual a 3, enfonces,

grad(a) = grad(c) = ny grad(b) = grad(d) = n.

Demostracion. Aplicamos induccion sobre a. En efecto, si @ = 3, entonces

W@ = B4, = (122 1)

Asi, grad(a) = grad(e) = 1y grad(b) = grad(c) = 0.

Ahora bien, sea W% = Bt A%2 we-2 , B°«2 A%l Por hiptesis de

. . a—5 . .
induccion. en este caso tomando m = —— < n. se tiene que existen xo, Yo,y go en Z. y
ruyvenZ[z], donde grad(r) < m,grad(u) < m— lygrad(v) < m— 1,

tales que
Wﬂr—z — ().'gzm+r .}'Otm_1+u) y 1](1’0) =1

yoz™+ zu qot™ l+v

Reemplazando en W& y haciendo el producto explicitamente matricial, fenemos que
grad(a) = grad(c) = nygrad(b) = grad(d) = n — 1.

Del teorema anterior, podemos concluir que los grupos de los nudos de dos puentes
S(a, B) siempre tienen representaciones no abelianas en SL(2; €). cuando ¢ > 2.

Un interrogante que surge es: ;Podemos extender el procedimiento anterior a nudos
de tres puentes?

Ahora, consideremos representaciones en la K-algebra quaternicnica:

]]-]I:(”T;) = {a + if +jy +ij6|a, B,y 8 € K. (11)
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tal que i2 = p,j2 = vyij = —ji. Donde K es un campo. Para mas detalles, véase ¥,

Tenemos que
-11\ f . 0 1y . 0 1
(K I M(2,K),i — (_1 0).} — (1 0) (12)
es un isomorfismo.
Para A = a+ iff + jy + ij6,sea At = ayA— = iff + jy + ij6. entonces
definimos T (4) como 2AT y N(A4) como A(AT — A™1). No es dificil verificar que el

subconjunto U; = {A € H | N(A) = 1} es un subgrupo de H y, ademas, tenemos los
siguientes isomorfismos:

-1,1
SiH = (T),entonces U, = SL(2,0)

-1,1 N
H = ( = ),enton.cesUl = SL(2,R).

Supongamos que ¢ = {a,b|r(a,b)) es el grupo de un nudo de dos puentes, en
este caso, r(a,b) : aw(a,b) = w(a,b)b. ysea p: G — U, una representacion, tal
que p(a) = Ay p(b) = B, entonces A* = B*.

Sea x =AY,y = (A B )*'yu=1-—x2 = —-A"A" = —B"B.EIK—
subespacio vectorial Im(p) de H es generado por B = {1,47,B~,(A”B~)"}. mas
atn, la representacion p es irreducible si y solo si H es generado, como [K- algebra, por
{1LA-,B~,(A"B7)"}.

Consideremos el automorfismo X, : H — H,C — AC y sea m(A) la matriz del
automortismo X, con respecto a la base B, entonces

0 —u -y 0 0 -y —u 0
~_|1 O 0 y - 0 0 0 —u
mAD=ly o o Zu)™MEI1 o0 o0 )Y
0 0 1 0 0 -1 0 0
0 0 0 y?>—u?
—pyy_ |1 —y —u 0
m((A~B =
O e O
1 0 0 0

Puesto que m(4) = x4y + m(A7),m(B) = xl4es + m(B7),m(A™1) =
xlys — m(A7)ym(B™Y) = xl,, — m(B7). realicemos la sustitucion a** por
m(AL1) y b por m(B%') en r(a, b) y hagamos

136



Introduccion a la teoria de nudos

P, y)
_ | P20 y)
ps(x,y) | (13)

Pa(x,y)

(W1 (m(A), m (B)) - W, (m (4), m(B)))

o o o

donde Wy(a,b) = aw(a,b)y Wy(a,b) = w(a,b)b.

Sea I; el ideal generado por los polinomios pi(x,y),i = 1,2,3,4 v consideremos la
variedad algebraica V(L) correspondiente a dicho ideal.

Sea (xg,¥0) € I(Ig) v. sean A,BenlU; C = (%) tales que A* = B* =

X Vo = —(A"B)*yB = {1,A7,B~, (A"B7)"} es una base. Entonces. p: G —
SL(2,C) dada por:

== (3 8) o0 =5 (2 1)

es una representacion, véase 9.

Porotrolado, A = xy 4 + A .conloque
~yo = (ATB)* = ZT(AB7)= =T(4B) — x;.

Entonces T(AB) = 2(x§ — Y,). ademas, T(A) = 2x, = T(B): luego. si x5 = 1,
tenemos representaciones parabolicas.

En “9 se da una familia infinita de grupos de nudos virtuales que no corresponden a
grupos de nudos clasicos. Estos grupos constituyen una subfamilia de los llamados
grupos de Baumslag-Solitar. En ese articulo probamos que los grupos BS(n,n + 1) =

(x,y | xy®x~t = y™1) corresponden a grupos de nudos virtuales de dos puentes y
tienen la siguiente presentacién:

BS(mn + 1) = (yu, 2 | 0z yO) ™"zt y)™ = o)

Con las técnicas anteriores, podemos calcular los polinomios py(x,y),...,pa(x,y)
para el caso del grupo BS(n, n + 1) y considerar la variedad algebraica:

.V(pl(xwy)w" :P4(x + y):)

Pero. en este caso V (p1(x,¥),...pa(x; ¥)) = @. La prueba de este hecho se sale
de los objetivos de este articulo. Por tal motivo, la omitimos.

3.3 Construccion de nudos combinatorios a partir de I1(K, )
Dado un grupo con presentacién (x,y : xw = wy), donde w es una palabra en el

grupo libre de dos generadores F = (x,y|). encontramos una galeria de nudos
combinatorios de 2 puentes K. tales que II(K) = (x,y: xw = wy).
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Teorema 3.21 Sea G(w) un grupo no ciclico con presentacion:
Gw) = (x,y: xw = wy),w = xMy"  xM-1yTt = 2m.

Entonces, existe K, un nudo combinatorio de 2 puentes, tal que I1(K) es isomorfo a
G(w).

ni,,n2 nt—1,,n

Demostracion. Siw, = x™y™,, x™ 1y™ entonces
Gw) = (xy: wilawy™h = wylywpx™ = 1),
donde w2 = y Mty -1,y M2y
Para simplificar la prueba, seaw; = —n;_j4q,j = 1,2,...,t. entonces

— u U Up_— U
wy, = yl1xtz2 . yle-1 xle

Consideremos los siguientes conjuntos:

AD == {1, 2,...,|n1|},
By = {lm| + L..., || + [naf}
Ay = {Ing| + |ng| + 1,...,|n1] + [n2] + |nal}
By = Alm|+|ma +|ns|+ Lo | ma| + | 2 + [ns] + (04},
21 2i+1
4 = Z|nj|+1,...,Z|n_j| )
j=1 j=1
2i+1 2i+2 )
Bjy, = Z|?1j|+1,...,2|nj| )
j=1 j=1
-2 t—1
Ap_1 = |n}-| +1, ...,Zln;‘ ,
j=1 j=1
t-1
Bn = |nj|+1,...,a ,
=1

Seaa= E'.J,-Ll [n;]. Entonces. los conjuntos definidos anteriormente son disjuntos y su

union es {1,2,...,2a}. Ademas, |Aq] = Ingl,14;] = Inpiql, 1 = 1,2,...,m —
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|B;| = |ny|, i = 1,2,...,m, \Z;l = |uyl, i = 1,2,...,m, |§0| = |“1|.|§i| _
[ugipql, 1 = 1,2,...,m — 1y

AoU (UA4) U(UB) = {1,2,....,a} y(UA) U (Bo U (UB) ={a + 1,...,2a}.

Para k €{1,2,...,a} definimos ek = sig(n;)sik € Ag, e = sig(ngjs+1) si
k € Ajoe, = sig(nyj)sik € Bj.SeanA = Ay U (U4;) U (UA)YB = (U
B;) U (B, U (U By).
Consideremos las sucesiones A,y B, obfenidas. respectivamente, al dotar a los

conjuntos 4 y B de un orden especifico y despojarlos de su estructura de conjuntos.
Entonces, podemos definir el siguiente nudo combinatorio:

K= (A, —1,-2,...,—a,B;,—(a+1),
—(a+2),...,—2a),(eq,---, €0, —€qr---»—21)).

Probemos que IT1(K) = G(w). En efecto. denotemos los puentes de K por x =
{=2a,4,—-1} v y = {—a,B,—(a + 1)}. Por teorema visto

(K) = (x,y: g1'Xg2y * = g, ygox ' = 1), donde g3, g, € F[{x,y}].
Encontremos a g, y g, de forma explicita. Por definicion,

g1 = (xF1 ... x®%) (y®2...y°2).... (x®t1 . x®t-1) (@t y®t)
= anynz . .Xnt_l xnt = Wl

De forma similar se prueba que g, = w,. Puesto que [Ino es un grupo ciclico.
entonces K es de dos puentes.

Observacion 3.22 Al nudo combinatorio encontrado en la prueba anterior lo
denotamos por Ky . No es dificil probar que por cada orden Ay, Bs que le demos a los
conjuntos A y B, respectivamente, obtengamos un nudo combinatorio K, 5 tal que

(K;s) = G(w).

Para un grupo de la forma G(w) dado, al conjunto de todos los nudos
combinatorios de la forma K, s tal que H(K)m) = G(w) lo denotamos Kg(w).

Corolario 3.23 Si K € Kg(w), entonces K no es clasico y por tanto no trivial.
Demostracion. Computemos la longitud de K. Por definicion [(K) = wyw,x P, donde
p=2Xi,e +Xi;—e=0. con lo que [(K) = w,w, puesto que w, =
wyw, = w1l entonces [(K) = 1. Como K no es trivial, ya que T no es ciclico,
entonces K no puede ser clasico.

Sean

A={j €e{1,2,...,.aa — 1}:jespar} U {j € {a,@ + 1,...,2a — 2} :jesimpar}y
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B={j €{1,2,....,.aa — 1}:jesimpar} U {j € {a,a + 1,...,2a — 2} :jespar}

conjuntos ordenados. enfonces, cualquier otro orden para ellos esta determinado por
permutacionesc : A - AyAd: B — B.

Sea K9 el nudo combinatorio
((Ag,—1,...,—(a — 1),By, —a,...,—(2a — 2)),(e1,€3,---,€q-1,€1,€2,- -+, €q—1))
entonces [1(K7*) = M(Kgp).

Denotemos la coleccion de estos nudos combinatorios por K% Es claro que, para
todo @, B, Kop € K%P.

Teorema 3.24 Paratodoa y5,yoc: A - Ay A: B — B permutaciones. el nudo
combinatorio

(A =1, —(a = 1), B3, —a,..., —(2a = 2)),(€y, -, €q—1, =€1,-++» ~€q—1))-
satisface:

(1) Tiene grupo isomorfo a l1( K g) v
(2) Tiene longitud trivial, por tanto, no es clasica.

4 Conclusiones y trabajo futuro

Sabemos que hay una biyeccion entre clases de equivalencia de duplas de la forma
(a,fB). donde @ y  son niimeros enteros positivos que satisfacen las condiciones
excepcionales dadas en la seccidn anterior y nudos de dos puentes.

Consideremos la fraccion continua ¥ asociada a la dupla («, ).

a/Bf= a,+ .

as + 14

1
.a;+

1
An—1 +ﬂ_n

A partir de los enteros ay, ..., @,, definimos el diagrama C[a,, a,, ..., @,,] mostrado en
la Figura 16.
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Donde los rectangulos son representaciones abstractas de sucesiones finitas d
cruces de acuerdo con la notacion dada en la Figura 17.

Estos diagramas fueron llamados por J. Conway @ diagramas de nudos racionale:
pues estos se obtuvieron del numerador de tangles racionales, véase @3, entre otros.

Consideremos el siguiente ejemplo ilustrado que relaciona los nudos racionales co
los de dos puentes.

Ejemplo 4.1 Un diagrama orientado para el nudo racional K = C [2,2,1] se muestr
en la Figura 18. Una presentacion para el grupo de este nudo esta dada por

T(K) = (X1, X9, X9, X4, X5 | 71,710,132, Ty, T5).

h es r'mpm‘ hes par

Figura 16. Diagrama esquemdtico de un nudo raciona C [a,, @y, ..., 0y].

2N x %

Figura 17. Tangles racionales bdsicos.

Donde
o= XXXyt agt, (15)
T, = XgXiXgixyt, (16)
T3 = XaXux3lxgl (17)
T, = XsXpX5'xz'y (18)
s = XpXxsxylxgl. (19)
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De 1, tenemos que X, = X XX71' Reemplazando esta iltima igualdad en 1,

obtenemos que X, = X1X3%1X3 L X7t . Por tanto rs = X3x1X3X1 1x3 1 v asi

X Xax7 t xgt xpxax g I g gt x gt = 1.

Por ultimo, de 15 tenenios

XX X3t X7t xgxy xaxTt a3t xpxaxyt xgtart = 1L

52
| 2 ) \_/
~ \/fﬁ\’\l

Figura 18. C [2, 2, 1].

Si hacemos Wy = X XaX1 ' X3  X1X3 YWy = XX, X3 X{ ' XaX,, entonces hemos
probado que I1(K) es isoformo a

(X1, X3| Xy Wy = Wy X3, X3, Wy = WiXq). (20)
Por otro lado,
1 7
2+ — ==
24 3

Consideremos el diagrama S(7,3) dado en la Figura 19. El grupo de este nudo tiene
la presentacion dada en (20), por tanto C [2, 2, 1] es un nudo de dos puentes.

a)

&z

Figura 19. Diagrama de S(7.3).

Seria muy interesante fener una prueba de que los grupos fundamentales I1(S(a; 5))
vy [(C[ay, ..., a,]) sean isomorfos. Este resultado y el hecho de que el grupo de un nudo
clasifique los nudos primos probarian que los nudos racionales y los de dos puentes

constituyen la misma familia. Una prueba de esta ultima afirmaciéon puede ser
consultada en G¥.
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Para el caso de los nudos de tres puentes el problema es mas sutil. A estos no se les
ha podido asociar una dupla. pero si una séxtupla ordenada utilizando el concepte de
mariposa. Este estudio esta fuera de los objetivos de este articulo. Si el lecfor esta
interesado en los detalles. véase (17,
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