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Resumen

Al considerar extensiones de Kummer F/K(x) donde el lugar Px no esta
completamenteramificado, el problema de encontrar el semigrupo de Weierstrass
asociado a un lugar de F que extiende P~ es una cuestion abierta en la teoria de
cuerpos de funciones, para la cual se conoce muy poca informacion. La dificultad
radica en que no existe una forma general de encontrar funciones generadoras con un
polo de un orden especifico, ya que el cilculo de estos semigrupos depende en gran
medida de la ecuacion que define la extension. En este articulo de investigacion, se
calcula explicita mente el semigrupo de Weierstrass correspondiente a las extensiones
de Px de una familia particular de extensiones de Kummer.

Palabras clave: Semigrupos numéricos, conjunto de Apéry, género, campo
funcional, extensiones de Kummer, lugar, indice de ramificacién, espacio de
Riemann-Roch.

Abstract

When considering Kummer extensions F/K(x) in which the place P is not totally
ramified, the problem of determining the Weierstrass semigroup associated with a
place of F lying above P remains an open question in the theory of function fields,
with only limited results available in the literature. This difficulty arises from the lack
of a general method to construct generating functions having poles of prescribed
order, since the computation of such semigroups depends strongly on the defining
equation of the extension. In this research article, we explicitly determine the
Weierstrass semigroup corresponding to the extensions of Pe for a specific family of
Kummer extensions.
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1. Introduccién

Durante la segunda mitad del siglo pasado, los semigrupos numéricos volvieron a escena debido prin-
cipalmente a sus aplicaciones en cuerpos de funciones algebraicas. Por ejemplo, el conocimiento de la
estructura del semigrupo de Weierstrass en un lugar racional de un cuerpo de funciones algebraicas
tiene varias implicaciones, entre ellas la bisqueda de cotas superiores para el nimero de lugares ra-
cionales, como los encontrados por Lewittes [9] y Geil-Matsumoto [10], y la construccién de cédigos
algebro geométricos con buenos parametros sobre cuerpos finitos. Para esto 1ltimo, el Teorema de
Riemann-Roch proporciona estimaciones para calcular la dimensién y la distancia minima del cédigo,
y en muchos casos concretos, dichas determinaciones también pueden abordarse desde la perspectiva

de semigrupos numeéricos.

En el articulo [2], Mendoza consideré extensiones de Kummer donde el lugar Py, de K(x) estd com-
pletamente ramificado y, para este lugar, proporcioné una descripciéon explicita de su semigrupo de

Weierstrass y su conjunto de gaps. En este articulo, estudiamos el semigrupo de Weierstrass de una fa-

milia particular de extensiones de tipo Kummer donde el lugar P,, no esta completamente ramificado.

Comenzamos enunciando algunos resultados impoitantes.

Definicién 1. Sea S un semigrupo numérico y n € S — {0}, el conjunto,
Ap(S;n) :={s€S:s—n¢ S},

se denomina el conjunto de apéry den en S.

Lema 2. Sea S un semigrupo numérico yn € S — {0}, entonces,
Ap(S;n) = {0 = w(0),w(1),w(2), - ,w(n —1)}

donde
w(i) =min{k € S: k=i mdd (n)};
en particular, este conjunto tiene n elementos.

Proposicién 3. Sea S un semigrupo numérico -~ = S — {0}, entonces

a) El nimero de Frobenius de S es F(S) = maayAp(S;n)} —n.

1 n—1
b) El gé == — .
) género de S es gs - Z w 5
weAP(S;n)

2.Una extension de Kummer con mas de un lugar en el infinito.

Sea K un cuerpo y x un elemento trascendente sobre K. Denotemos por K[z] el anillo de polinomios
en la indeterminada x con coeficientes en K. El cuerpo de funciones racionales F = K(z) se define
como

f(x)

K(x) = {g@;)  f(2),g(x) € Kla), g(a) o} .
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Para un polinomio ménico e irreducible p(z) € Klz], se define el anillo de valuacién en K(z)/K

Oty = {Jgf&; : f(2),g(x) € Kla], p(a) +g<x>} . W

Este anillo es local con ideal maximal

Py = {;E"’? (@), g(z) € K[a] plz) | £(z),p(z) +g<x>} . 2)

Al conjunto anterior se le llama lugar de O, ). Existe otro anillo de valuacién en K(z)/K, a saber

iy eg f(x egg(x
0w = {18} ey ) < degg(o)} ®)
cuyo ideal maximal es
Py = {g(i)):f(w),g(w) EK[x],degf<degg(w)}. (4)

Este conjunto es llamado el lugar infinito de K(z)/K.

Suponga que K es la clausura algebraica de F, donde I, es el cuerpo finito con ¢ = p*® elementos,
s € Ny p un nimero primo. Considere sobre K la extensién de cuerpo de funciones F/K (x) dada por
la ecuacion,

y*" = (o — a1)*a(e - az), (5)

donde aj,as € K son elementos distintos de cero, n,k son enteros positivos tales que 2n no es
divisible por p, n > 1,n > k, d = (n,k) y (n,k + 1) = 1. Sobre este cuerpo de funciones P
no estd totalmente ramificado, ya que si Qoo|Ps, entonces por la Proposicién 3.7.3 de [4] se tiene
(QuolPoc) = —
e =
colnee (n,k+1)
de (5) se tiene,

= n, de hecho sélo hay dos lugares de F' que estan en P,,, mas exactamente

( v ) _ (z— o)?a(z— ay)

TRt 22k +2 ’

entonces si consideramos el polinomio

(r—a1)?*z(x — az)
22k+2 )

p(T) =17 -
vy hacemos reduccién médulo P, se obtiene,

P(T)=T?-1= (T - 1)(T+1) € K[T).

1

Por lo tanto, El Teorema de Kummer * establece que solo hay dos polos de F', digamos, Qso1, Qo2

que se encuentran en P.,. Ademds, f(Qooi|Ps) =1 para i = 1,2, por lo que
deg(Qooi) = [Fo., : K] =[Fq., : Fp ][Fp, :K|=1-1=1.

Para calcular el indice de ramificacién correspondiente a los lugares Py_q,, Pr Vv Pr—a, de K(z), se

procede como sigue.

!Teorema 3.3.7 de [4]
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Suponga que P’'|P,_,,, P"|Py y P"|P;_,,, entonces

2n n n
P|Py_o,) = = =, e(P"|P,)=2 P"|P,_o.) = 2n,
e( | 1) (27’L,2k) (n,k) d e( | ) n y 6( | 2) n

entonces los lugares P, y Py_, estdn totalmente ramificados en F'. Para el polo P,_,, de (5) se sigue,

y2n

= z(z — ag) si y solo si S — =z(z —as) ,
(x — ay)k/d

tal que definiendo ¢(T) := T2d _ x(z — ag) y reduciendo médulo P,_,, en sus coeficientes se obtiene
P(T) = T?? — a1 (a1 — az) € K[T]. Como K es la clausura algebraica de F, y F, es un cuerpo perfecto,
se tiene que el polinomio anterior es separable y en consecuencia el Teorema de Kummer establece que
existen exactamente 2d lugares de F' sobre P,_,,, que se identifican por, P{, P;,--- , Py, condeg P/ =1

parai=1,2,---,2d.

De acuerdo con lo anterior, se desarrolla el cdlculo de algunos de los divisores principales del cuerpo

de funciones dado por (5). Para este propésito, se utiliza la Proposicién 3.1.9 de [4], obteniendo:

(2 — 1) = Z(P] + -+ Pyy) = n(Quoer + Qocs)
(z — az)’" = 2nP" — n(Qoo1 + Qo) (6)
(x)F = 2nPH - n(Qool + QOO2)7

(y)F = S(p{ ++ P )+ P+ P — (k4 1)(Qooy + Qoo )- (7)

Por ejemplo, para ver la tltima igualdad se procede de la siguiente manera.

@ = (—a)™) + (@) + (r — a2)" =2k(@ — 1) + ()" + (2 — a)”
2nk
= 2P Py 2P+ 2P — 20k + 1)(Qucr + Qoca).
de donde se obtiene
k
(y)F = g(P{ + P44 P+ P 4+ P — (k+1)(Qoor + Qoo2)-

Proposicién 4. El género g del cuerpo de funciones dado por (5) es

g=2n—d-1.

Demostracion. Note que cualquier lugar en K (z)/K distinto de los lugares mencionados anteriormente
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no estd ramificado, por lo que, por la Proposicién 3.7.3 (¢) de [4], se tiene:

62 () () ()]

dn —2d — 2

O

Sea H el semigrupo de Weierstrass asociado con los lugares Qo1 ¥ Qo2 de F. Dependiendo de las

condiciones en n y k; se busca describir este conjunto.

Proposicién 5. Considere el cuerpo de funciones dado por (5) y el conjunto S := {n,n + k + 1},
entonces S C H y (S) C H.

Demostracion. La relacién (5) se puede reescribir en la forma,

a b

con que

UQooi (a)F + Uroi (b)F = _n7 (9)
para ¢ € {1,2} fijo. Adema4s,

n

tous (e ) =+ 1) = kom) = =0y vg_(a) = -,

entonces
. 2y" .
Ademés, como a + b = , se obtiene
(z — )k
-n = mfn{onoi(a)a Uroi(b)}' (11)

Entonces, de (9), (10) y (11), para i € {1,2} hay dos casos, a saber:

VQu(a)=-n y vg.,(b)=0 6 vg,(a)=0 y vg,,(b)=-n

Lo anterior significa que si QQo; es un polo de a, entonces (Qo; no es un polo de b.

Dado que

yn
n|l———)=n-1—k-0= " =2
Up <(x 1)k> n E-0=n y vpr(x) n,

se tiene vpr(a) =ny vpr(b) =n, es decir, P’ es un cero de a y b.
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Un célculo similar muestra que vp;(a) = vp;(b) = vpw(a) = vpw(b) = 0. En vista de lo anterior,
decimos que,

()" =nP" — Qo (12)

(b)" = nP" — nQus, (13)
demostrando asi que n € H.

Para completar la demostracién, considere el divisor principal del elemento yab~! € F. Por lo tanto,

(yab™H" = "+ @" - O
k
= E(P1/++P2/d)+P//+P///7(n+k+1)Q001+(n7k71)Q0023
ycomon—k—12>0,sededuce quen+k+1¢€ H. O

Observacion 6. Es de resaltar que conocer la existencia de los elementos a y b de F' que satisfacen (12)
y (13) es muy importante, ya que las funciones generadoras estdn en términos de ellos. Asimismo es
de notar que determinar su existencia no es sencillo, ya que depende en gran medida de la ecuacién

que define la extensién del cuerpo F/K(x) del cuerpo de funciones racionales K(z)/K.

Bajo hipétesis adicionales para n y k, se obtienen algunos resultados.

Para comenzar note que si d = 1, entonces (n,k) = 1y (n,k+ 1) = 1 implican que n es un ndimero

impar.

Teorema 7. Sid=1 en (5), entonces H = (n,n+k+1) siy solo sin+k=4.

Observacion 8. El teorema 7 es falso si d # 1, ya que si H = (n,n+ k + 1), entonces g = gg, es decir,

=D0+k) o g (14)

Considerando la naturaleza de los nimeros g,n y k, la igualdad (14) implica que d es tanto par como
impar, lo cual es imposible.

Ejemplo 9. Considere la extension de Kummer y® = (x — 1)?z(z — 4) sobre Fy. En este caso n = 3,
k=1yn+k = 4. Por lo tanto, su género es g = 4 y el semigrupo de Weierstrass asociado a los

lugares Qoo1 Y Qoo2 estd dado por H = (3.5).

Proposicién 10. Si en (5), n < 2k, entonces

S:={n,n+k+1,2k+2} CH, (15)
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y (S) C H.
Demostracion. Por la Proposicién 5 basta con demostrar que 2k + 2 € H.

En efecto, para el elemento y2ab~!(x — o) 7! se tiene

(Pab~ (z —a1)™H" =2)" + (@) = (O)F — (& —a))”

2% —
( - ”)(P1’+~~+P2’d)+2p”+2p/“

+(2n —2(k +1))Qoc2 — 2(k + 1)Qoc1.

k—
Como i

>0,n>kyk>1sededuce que 2k + 2 € H. O

Segun el resultado anterior, si consideramos d = 1 para el cuerpo de funciones dado por (5) se tiene el

siguiente resultado.

Teorema 11. Sid =1 yn < 2k en (5), entonces
H={(nn+k+1,2k+2) siysolosik=3yn=>5.

Demostracion. Defina S := {n,n+k+ 1,2k + 2}. Por la Proposicién 10 se tiene la inclusién (S) C H.
Se afirma entonces que el conjunto de Apéry A de (S) con respecto a n estd dado por A = {0}UA; UA,,
donde

Ay :={n+ik+i: 1<i<n-—2coniimpar}

1
Ay = {i(2k+2): 1§i§"2}.

Para demostrar esto, se debe ver que A tiene n elementos distintos médulo n, A C (S) y que si z € A,
n—1
entonces x — n ¢ (S). En efecto, considere los enteros 4, con 1 <i,j <

, entonces,
i(2k+2) = j(2k + 2) (mod n) siysolosi ¢=j (mod n) siysolosi i=jyaquei,j<n.
De igual forma, para 1 <1i,j <n — 2 con i, j impar se tiene,

n+i(k+1) = n+jk+1) (modn) siysolosi i(k+1)=j(k+1) (mod n) siy solo si

i = j(modn) siysolosi i=j entoncesi,j < n.
. . . . _on—1
Ahora, sean 7,j tal que 1 <i<n—2dondeiesimpary 1 <j< — Entonces

n+i(k+1) = 2(k+1)j (modn) siysolosi i(k+1)=2(k+1)j (modn) siy solo si

i 2j (mod n) siy solosi i=2j yaquei,2j <n.
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Lo anterior muestra que hay n elementos distintos médulo n en A. Ahora se verifica que A C (),
claramente (2k + 2)i € (S) para todo ¢ € N. Por otro lado, sea 1 < ¢ < n — 2 ¢ impar, entonces
comon+k+1€(S)y (2k+2)j € (S) para todo j, se deduce que n+ k + 1+ 2j(k + 1) € (S), es
decir, n 4+ (k+1)(2j + 1) € (S), y 2§ + 1 es un numero impar; Reemplazando 2j + 1 por i se obtiene
n+i(k+1) € (5). Por lo tanto, A C (S). Queda por ver que n +i(k+1) —ny (2k +2)j —n no
pertenecen a (S) para 1l < i < n—2impary 1 < j < nT—l’ de hecho, si se supone que existen

A1, A2, A3 € N no todos ceros tales que,
i(k+1)=Mn+Xa(n+k+1)+ A3(2k + 2),

entonces A1 + A2 = 0 y A2 + 2A3 = 4. Esto implica que A\ = Ay = 0, y por lo tanto ¢ es par, lo cual
es una contradiccién. De manera similar, si existen (1, 82, 83 € N no todos los ceros que satisfacen la
relacion,

(2k +2)j —n=pin+ Ba(n+k+1) + B3(2k + 2),

se deduce que B; + 2 = —1, lo cual no puede ser, por lo tanto, A = Ap((S);n). Ahora, por la

Proposicién 3,

n—1

gS:% ‘ [n+(2z—1)k+(2i—1)}+Z[i(2k+2)] -

I
S|
7N
3
N
3
N
—
N—
Pl
N
3
]
—
N—
()
+
7 N
3
N
—
N—
[\v)
+
o
>
+
Ko
&)
|
=
£
+
=
~
|
3
N
[a—

SER

-1, (=1 (D0 =) _ (4 Dm -1 (b D - 1)

4n 4n 4n 4n 4n
(k+1)(n—=1+n?=1) (k+1)(2n*-2n) (k+1)(n—1)

—~

4n 4n 2

Suponga que k = 3 y n = 5. Entonces gs = ¢ y, en consecuencia, H = (S).

De igual forma, si H = (S), entonces gs = g = 2n — 2, lo que implica que k = 3, y como n < 2k con n

es impar, se deduce que n = 5. O

Ejemplo 12. Dada la extension de Kummer y'° = (z + 1)%z(z + 3) sobre F, donde q no divide a 10;
Se deduce que n =5 y k =3, por lo que

H = (5,8,9).
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Proposicién 13. Si en (5), n > 2k + 1, entonces
S:={n,n+k+1,n+2k+2} CH. (16)

En particular, dado que H es un semigrupo numérico, se deduce que (S) C H.

Demostracion. Por la Proposicién 5 se tiene que n, n + k + 1 € H. Considerando el divisor principal

del elemento y2ab~! se tiene

(yab™H)" = 2"+ (@) - O)F

2k
= 7(Pl’ ++ Pyy) + 2P +2P" 4+ (n — 2k — 2)Qoo2 — (n + 2k + 2)Qoor-

Como n > 2k+1, se deduce que n — 2k —2 > 0y, en consecuencia, n+ 2k +2 es un elemento de H. [J
El siguiente teorema establece las condiciones para que la inclusién (16) sea una igualdad.

Teorema 14. Si en (5) suponemos n > 2k +1 y d =1, entonces
H=Mnn+k+1,n+2k+2) siysolosin=5yk=1.

Demostracion. Definiendo S := {n,n + k + 1,n + 2k + 2} se sigue que (S) C H. De forma similar al
argumento anterior, se comienza calculando el género gg de (S) usando la Proposicién 3, para esto, se

afirma que el conjunto de Apéry de (S) con respecto a n estd dado por A = {0} U A; U As, donde,

-1
Alzz{in+jk+j: 1§i§n2y1§j§n—2conjimpar},

Ay = {i(n+2k+2);1§z§"2}.

Primero note que A tiene n elementos distintos médulo n, ya que para 1 <i4,j < n — 2 donde 7, j son

impares se tiene
i(k+1)=j(k+1) (modn) siysolosi i =4 (modn) siysolosi i =75, yaquei,j<n.
n—1

Anélogamente, para 1 <1i,j < 5

in+2k+2)=j(n+2k+2) (modn) siysolosi i=j (modn) siysolosi i=j.

Semigrupos deWeierstrass en Extensiones de Kummer con més de un lugar en el infinito
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n—1

Si se considera 1 <i<n—2coniimpary 1 <j < entonces,
i(k+1) = jn+2k+2) (modn) sii i(k+1)=2j(k+1) (modn) sii
i = 2j(modn) siii=2j yaquei,2j<n.

Por lo tanto, se infiere que A tiene n elementos diferentes médulo n. Ahora observe que los elementos
del conjunto A pertenecen a (S). Claramente j(n + 2k +2) € (S) para todo j € N. Por otra parte note
que,

(n+2k+2)+(n+k+1)=2n+3k+3,

(n+2k+2) + (2n + 3k + 3) = 3n+ 5k + 5,

(n+2k+2)+(H)n+(n—6)k+(n—6):(

5 3>n+(n—4)k—|—(n—4),

n—1

(n+2k+2)+("2_3)n+(n4)k+(n4)(

)n+(n2)k+(n2).
En resumen, A; C (S) y, por lo tanto, A C (S). También se demuestra que n+k+1—n =k+1 ¢ (S),

ya que si existen A1, A2, A3 € N no todos los ceros para lo cual,
E+1=Xn+X(n+k+1)+A3(n+2k+2),

se sigue que A1 + Ay + A3 = 0 y Ay + 2A3 = 1; que son ecuaciones inconsistentes para cada valor
de A;, i = 1,2,3. Argumentando de manera similar, se observa que 2n + 3k +3 — n,3n + bk + 5 —

Ny n% n+ (n —2)k + (n — 2) — n no pertenecen a (S). Asimismo, los elementos n + 2k +

-1
2-n2n+2k+2)—n, -, (n2> (n+4+2k+2)—n ¢ (S). En efecto, (el cdlculo se hace para
2(n + 2k +2) —n = n + 4k + 4 pero el procedimiento es el mismo para los demds casos): Si existen

B1, B2, B3 € N no todos los ceros tales que
n+4k+4=pFn+ fa(n+k+1)+ Bs(n+ 2k +2),

se sigue que 81 + B2 + B3 = 1y B2 + 283 = 4, lo cual es imposible segtn el origen de los escalares

Bi,i = 1,2,3, por lo tanto, el conjunto de Apéry de (S) con respecto a n es A. En consecuencia; por
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la Proposicién 3

n—1

2

in+ (k+1)(2i—1)+i(n+2k+2)] | —

S|

:% (?[2in+(k+1)(4i—1)} _n-l
(
(

2
=1

1 /nn-=1)Mn+1) *+Dn-Dn+1) (k+1)n-1) n—1
== + _ _

n 4 2 2 2
1 n(n—l)(n+1)+n(n—1)(k+1) n-—1
n 4 2 2

_ _ 2 _ _ 2 _ _

1 n(n—1) n—|—1+k+1 n-1 _n7-1 k(n 1):n + 2nk — 2k 1.

n 2 2 2 4 2 4

: o —-(n—7)
Suponiendo H = (S), se deduce que gs = g, lo que significa que k = — Como k > 1, entonces

n < 6, pero teniendo en cuenta que n es impar y mayor que 1, se tiene que n € {3,5}. Si n = 3, no
hay ningtin k < n que satisfaga la condiciéon n > 2k + 1, luego n = 5, por lo tanto, las posibilidades

para k son {1,2,3,4}, sin embargo, segin la restriccién n > 2k + 1, la tnica opcién para k es k = 1.

En el sentido reciproco, como (S) C H, y ambos semigrupos numéricos tienen el mismo género cuando

n=>5y k=1, sesigue H = (S5). O

Ejemplo 15. Suponga que se tiene la extension de Kummer de F11(x) dada por y'° = (z+3)%z(z+5).

Entonces H = (5,7,9). Ademds, usando la observacion®

se encuentra que la dimension del espacio de
Riemann-Roch £ (6Q, ) es 2, es decir, el nimero de elementos de H que son menores o iguales a 6.

Mds atn, una base para este espacio vectorial es

Como consecuencia del teorema, anterior se obtiene:

Proposicién 16. Si en (5) se consideran =2k + 1 y d =1, entonces,
nn+k+1n+k+2,n+k+3,---,n+k+k) CH, (17)

es decir,

(2k + 1,3k + 2,3k + 3,3k + 4, , 3k + k, 3k + (k + 1)) C H.

Demostracion. Los elementos n y n+k-+1 pertenecen a H por la Proposicién 5. Considere 0 < i < k—1
un entero y defina

yi= b (o — an) iy,

2Véase la observacién 1.42 pagina 16 de [7]
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entonces, como (7)) = (a)f — (b)) —i(z —a))F + 2+ 1)(y)" v
((I)F — (b)F = _nQool + nQoo27

i(z —a1)f = —in(P] + Py) — inQuo1 + inQuo2

Y7
(2i 4+ 1)(y)" = (2i + 1)(k(P{ + P3) + P" + P" — (k +1)(Qoo1 + Qoo2),

Simplificando se obtiene,
(M = (k= )(P{ + Py) + (20 + 1)P" + (2 + 1)P" + (k — 1) Qoc2 — (i + 3k + 2)Qocr-

Claramente, k — ¢ y 2i + 1 son enteros positivos, por lo que el elemento ¢ + 3k + 2 € H para todo

0 <i<k—1. Por lo tanto, se obtiene la inclusién (17), ya que H es un semigrupo numérico. O

Obteniendo el conjunto de Apéry del semigrupo numérico anterior, se puede demostrar que la inclusién

(17), es en efecto una igualdad.

Teorema 17. Con las mismas hipdtesis de la proposicion anterior,
H=nn+k+1l,n+k+2,n+k+3,--- ,n+k+k).
Demostracion. Sea
S={nn+k+l,n+k+2,n+k+3,--- ,n+k+k}

Para demostrar que H = (S) es suficiente verificar que gs = g, en efecto, primero se afirma que el

conjunto de Apéry de (S) con respecto a n estd dado por A = {0} U A; U A,, donde,

Ay ={n+k+i:1<i<k},

Ay =2(n+k+1)+i:0<i<k—1}

Como en los Teoremas 11 y 14 se demostrard que A tiene n = 2k + 1 elementos diferentes médulo n,

A C(S) ysixe A, entonces z —n ¢ (S).

Para 1 <1,j, < k se tiene,

n+k+i=n+k+j (modn) siysolosi i =75 (modn) siy solosi i=j;dado quei,j < n.
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Asimismo, para 0 < i,j < k — 1 se cumple,

2ln+k+1)+i=2(n+k+1)+j (mod n) siysolosi i =jyaquei,j<n.
Finalmente, considere 1 <i < ky 0<j <k — 1, entonces,
2n+k+1)+j=n+k+i(modn) siysolosi j+1=k+i (modn) siysolosi j+1=k+i.

De acuerdo con esto se tiene n = 2k+1 elementos distintos médulo n. Ahora se demuestra que A C (S);

claramente n + k + 14 € (S) con 0 <i < k. Del mismo modo escribiendo,
2n+k+1)=Mn+k+1)+(n+k+1)

2n+k+1)+1=n+k+1)+(n+k+2)

2ln+k+1)+2=Mn+k+1)+(n+k+3)

2n+k+1)+(k—1)=n+k+1)+n+k+k),
se obtiene que 2(n+k + 1) +i € (S) paratodo 0 <i<k—1

A continuacién se demuestra que x € A implica que x — n ¢ S. Suponga que para 0 < i < k fijo,

existen Ag, A1, -+, Ax € N no todos ceros tales que,

k k k k
ntkti-n=k+i=n+Y Nn+k+i)=n|> M| +E{D N +D 0N,
j=1 j=1

j=1 j=0
k k
luego se debe satisfacer 0 = ZAj y1= Z)\j, de lo cual Ay = —1, lo cual es una contradiccién. En
j=0 j=1
el mismo sentido, si supone que para i fijo con 0 < i < k — 1; existen 5y, 81, -, Br € N no todos los

ceros que cumplan la relacién,
2n+k+1)+i—n=n+2k+2+1i

k
= Bon+ > Bi(n+k+ )

=1

k k k
=n Zﬁj +k Zﬁj +Zjﬁj7
=0 =1 =1
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k k
entonces Zﬁj =1y Zﬁj = 2 con lo cual Sy = —1, un imposible, por lo tanto, Ap({S);n) = A.
§=0 j=1

Finalmente, empleando la Proposicién 3 se deduce,

k k—1
QSZ:L<;[n+k+i]+;[2(n+k+l)+ﬂ> —”;1
_ 1 <nk+k2+§:i+2k(n+k+1)+k§fi> _nol_kGn+dk+2) n-l
i=1 i=1 2 " 2
_ 6nk+8k*+4k —n’+n
2n
Reemplazando n = 2k + 1 en la ultima igualdad se obtiene gg = 4k =2n — 2 =g. O

Ejemplo 18. Considere la extension de Kummer y'* = (z — 1)%z(z — 3) sobre F5. Observando que

n="7yk=3, el teorema anterior implica que H = (7,11,12,13).

El conjunto de Apéry de H con respecto a n =7 estd dado por
Ap(H;7)={0,11,12,13, 22, 23,24},

de modo que el nimero de Frobenius es F(H) = max{Ap(H;7)} — 7= 17.

Note que si n = 2k, las suposiciones dadas en (5) implican que d = k y k es un nimero par. El siguiente

resultado describe explicitamente el conjunto H para este caso.

Teorema 19. Dada la extension de Kummer,

2n

v = (- ay)?

z(x — ag),

conn =2k (n,k)=dy(nk+1)=1, el semigrupo de Weierstrass asociado a los lugares Qoo, Y Qoo

que se encuentran sobre el lugar Py, viene dado por,
H=(n2k+22k+4,-- 2k+knt+k+1ln+k+2--- ,n+k+(k—1). (18)
Demostracion. Sea S := {n}U A; U A, donde,
Ay = {2(k+i):1§i§ I;} yAsi={n+k+i:1<i<k-1} (19)

Para probar que H = (S) es suficiente demostrar que A; y As estédn contenidos en H, y que gs = g. En
efecto, para verificar lo primero se procede de la siguiente manera: Por la Proposicién 5 se garantiza

que los elementos n y n + k + 1 pertenecen a H. Por otro lado, considere las siguientes situaciones:
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1. El divisor principal (ab~'y*(z — a1)~#?)¥ con 2 < i < k par, entonces

(ab™ 'y (z — o)) = () — ()" +i(y)" - E‘(ff — 1)’ = nQus2 — nQoc

2
ik
+ % (Pl +- -+ Pyy) +iP" +iP" —i(k+ 1)Qoo1 — i(k + 1)Quo2
— ﬁ(Pl’+~-~+P2’d)JFEQOQNLEQOOQ = (d - 2d> (P{ 4+ Pyy) +iP"

+iP" + (n—z’k—z’+ Z;) Qo2 — <n+z‘k+z‘— Z;) Qool-
Como n = 2k y d = k, se tiene:
(ab~ 'y (@ — an) T3 = iP" +iP" + (2k — 1) Qoo2 — (2k + ) Qoo1,

es decir, los 2k + ¢ elementos con 2 < ¢ < k pares pertenecen a H.

2. El divisor principal (y)f para v := ab='y/(z — al)_(j%l), donde 1 < j < k — 1 es impar,

entonces

() =@ -7+ - (L7 - an)”

= n(Quoo2 — Qoo1) + %(P{ 4o 4 Pyy) + j(P" + P") — j(k 4+ 1)(Qoor + Qoo2)

. (”UQ;”) (P 4.+ Phy)+ (”“2‘1)) Qoer + w> Quez = jP"

jk G -1)
d 2d

n(j—1) ([ 2djk — jnd +nd
2 ) Qool - ( 2d2

~PI//
+jP" + 5

j—1
>(P1/+"'+P2/d)+<n_j(k+1)+n(j))Q°°2
_<n+j(k+1) (Py oo+ Pyg) + jP”
+jPW—|—<n—jI€—j+]n_n>Q002_ (n+jk+j—j2n+g> Qoo1-

Reemplazando n = 2k y d = k se obtiene,
(M7 = (Pl + -+ Pyg) + jP" + jP" + (k = ) Qo2 — (3k + J) Qo1

lo que demuestra que 3k + j € H para todo 1 < j < k — 1 impar.
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ktJ

, F
3. El divisor principal (ab_lyk‘” (x — 041)_( 2 )) ,con 2 < j <k —2 par, entonces

(w04 ) ()" = @F = 7 + (i)~ (25 - an)”
= 1Qucz —nQoor + LI (P gy Bl — O )R+ D)0
(k4 ) DQuen + (k4 NP+ (b )P~ "D pr )
nhtg),, . nlkt )
+ TQool + Tchﬂ
_ ("“("“Jj) _ “(’“Qd”)> (P[4 + Pha)+ (b + )P + (K + j)P"

n(k + j)

2

+(n(k+j)(k+1)+ 5

. n(k+j
> Qoo2 - <n+ (k +])(k+ 1) - (])> Qool-
Escribiendo n = 2k y d = k se encuentra que,

k+j

(ab_lykﬂ(at - al)_( 2 ))F = (k+HP"+(k+5)P" + (k- 7)Qoo2 — (3k + J)Qoor,

luego 3k +j € H para2 < j <k —1 par.

Para mostrar que gs = g, observe que el conjunto de Apéry de (S) con respecto a n estd dado por

k
A={0}UA1UA3UA3, donde A; y As estdn definidos en (19) y Az := {n +4k+(20—1):1<i< 2} .

Como en los argumentos anteriores, para justificar este hecho debemos demostrar que A C (S), A
tiene n elementos diferentes médulo n y si « € A, entonces x —n ¢ (S). Evidentemente, los conjuntos
A1 y Ay estdn contenidos en (S), ademds, dado que n+4k+i = (n+k+1i)+ (2k 4+ 2) con i €
{1,3,5,-+- ,k — 3,k — 1}, entonces se obtiene la inclusién A C (S).

Ahora, para 1 <i,j7 < k — 1 se tiene,
n+k+i=n+k+j (modn) siysolosi i =7 (modn) siysolosi ¢=j porquei,j < n.
Del mismo modo, si i,j € {2,4,--- ,k — 2, k}, entonces,
2k +i=2k+j (mod n) siysolosi i=j (modn) siysolosi i=jpuesi,j<n.
Miés atin, considerando 4,j € {1,3,5,--- ,k — 1},

n+4k+i=n+4k+j (mod n) siysolosi i =j (mod n) siysolosi ¢ =j, yaquei,j<n.
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De otro lado, suponiendo 1 <<k —1,2<j<kparyl<I[<k—1impar se enceuntra que,

n+k+i=2k+j (modn) siysolosi k+i=j (mod k) siysolosi i=j.

Un razonamiento similar determina que,

2k+j=n+4k+1 (mod n) siysolosi j =1 (mod 2k) siysolosi j=1I, yaque j,l < 2k.

De lo anterior se tiene n = 2k elementos distintos médulo n en A.

A continuacién se demuestra que si @ € A, entonces z — n ¢ (S). En efecto, suponga que para

1 <i<k-—1fijo, existen Ay, Ag, - - ,)\%,’Y(),’yh -+ ,vk—1 € N no todos los ceros tales que,
k—1 £
ntk+i-n=kt+i=qon+Y vn+k+i)+ Y N2E+7))
j=1 j=1
k—1 5 k—1 5 k—1
i DR/ B DIE2VES BETE R DIV 7l B
j=0 j=1 j=1 Jj=1 j=1
entonces debe tenerse,
k—1 5
v=0 7y 2(> N]|=1+% (20)
7=0 j=1

Como \;s’ y ;8" son numeros naturales, se deduce que (20) induce una contradiccién, entonces los

elementos k + i ¢ (S5).
Anélogamente, para 7 fijo con 2 < i < k par; si se tiene la combinacién lineal no trivial,

k

k—1 2
2% +i—n="qon+ Y vn+k+i)+ Y A2k + )
j=1 Jj=1

k—1 £ k—1 £ k—1
=n (DY v HED 2N+ | [ Do+ D
j=0 Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

k—1

con \; y 75 € N, entonces debe cumplirse en particular que Z% = —1, lo cual es imposible. Por lo
j=0

tanto, 2k +j —n & (S).

Finalmente, sea 1 < i < k —1 con ¢ impar. Entonces, si supone que n + 4k 4+ i — n se puede representar
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como

k-1 5
Ak +i=qon+ Y vn+k+)+ Y N2E+7))
j=1 j=1

k—1 5 k—1 5 k—1
=n D w R 25 D v |+ [ D2+ v
j=0 Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

Para algunos A;s’ y v;s' € N no todos ceros, entonces debe constatarse las igualdades

k—1 5 5 k—1
D=0 D oN=2 y D 2N+ gy =i (21)
j=0 j=1 j=1 =1

De (21) se garantiza la existencia de algin A; # 0 y el hecho de que v; = 0 para todo j. Por lo
k
3
tanto, la tltima igualdad en (21) establece que ZQj)\j =1, lo que contradice la paridad de i. Como
j=1
consecuencia de lo anterior, se prueba que A = Ap({S);n).

Ahora se muestra que gs = g. En efecto, por la Proposicién 3,

k—1 5 5

1 . > . o . n—1
95 = | 3 [n+k+]]+Z[2(k‘+3)]+2[n+4k+(2]—1)] -
Jj=1 j=1 j=1

k=) ke — 1)+ FEZD e RRHD  mk o BT n—d
" 4 2 1 2

1 k k+2 n k n—1 1 3k Tk n 1 n—1
_H((k_1)(”+k+§)+k(k+7+5+2k+1))_ 5 —E((k—l)(n+?)+k(?+§+§))— 5

O

Ejemplo 20. Considere la extension de Kummer y® = (z — 1)*z(z — 2) sobre F11. Determine bases

para los espacios de Riemann-Roch £(10Q) y £(9Q) donde Q es una extensidn de Py,

Por el Teorema 19, el semigrupo de Weierstrass asociado con los lugares Qoo, estd dado por H =
(4,6,7) y, por lo tanto, el conjunto de gaps es G = {1,2,3,5,9}. Definiendo s1 := |{x € H :x < 10}| y
s9:=|{z € H : x <9}|; y observando que 10 es un nimero polar y 9 es un nimero gap, la Proposicion
1.40 de [7] implica que

L(10Qw,) =51=6 ¥ 0(9Q00,) = 82 = 5.

Para determinar una base para estos espacios vectoriales, primero defina los conjuntos

Tii={z € F1 ()% = njQuc, conn; € N yn; <10}
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Ty = {2 € P+ (2)5 = n;Que, connj €N yn; <9},

Se buscan elementos z; € F tales que n; esté en H. Segin T, las posibilidades para n; son n; =

4
0,4,6,7,8,10. Luego, usando el Teorema 19, se deduce que si 61 := ¥ _ x, Oy = v + x,
CEV @12
03 :=xz—11y80,:=1y se tiene
2z =1, zo = 01(02) " (03)2(04)", 23 =01(02) " (03) " (64)%,

2g =01(02) " 0s, 25 =01(02)"", 2z =01(02) " (03)7(64)°

con lo cual

" UQ.., (21) =0 " U, (23) = =6 . val(zs) = —4.
" Q.. (22) = -8 " U, (24) = =7 . ’UQWI(ZG) =-10

En consecuencia, una base para £ (10Q~,) es B = {z1, 22, 23, 24, 25, 26 }. De igual modo, considerando
T3, las opciones para n; son n; = 0,4,6,7,8, por lo que conservando la notacién anterior, B =

{21, 22, 23, 24, 25} es una base para £ (9Q o, ).
Ejemplo 21. De acuerdo al codigo

K<x>:= FunctionField ((GF(11)));
P<t>:=PolynomialRing(K); F<y>:=FunctionField(t"8-(x-1) "4x*x*(x-2));
print "Numero de lugares racionales de K(x)/K";
u:= NumberOfPlacesDegECF (K, 1);

u;

print "Lugares racionales de K(x)/K";
Places(X,1);

0:=Places(K,1);

print "Lugar infinito de K(x)/K";

D:=0[1];

D;

print "género del campo K(x,y)/K";

Genus (F) ;

print "Numero de lugares racionales de K(x,y)/K";
n:= NumberOfPlacesDegECF(F, 1);

n;

print "Lugares racionales de K(x,y)/K";
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Places(F,1); L:=Lugares(F,1);
imprimir "Lugares que se extienden hasta el polo de x";
W:=Descomposicién(F, D);

W;

ejecutado en MAGMA, se tiene que los lugares racionales del cuerpo de funciones dado en el ejemplo

anterior son:
15 16
Qool = (SC l"‘ +6) 3 Q002 = (SE i‘f’ +6> Pl = (.’E,y), P2 = ($+9,y)7

Py:=(zx+3,y+1), Po:=(x+3,y+10), Ps:=(z+6,y+1), Fs:=(x + 6,y + 10),

P7 = (I+17y+5)7 PS = (1’+1,y+6), P9 :(‘T+83y+5)3 PlO = (I’+8,y+6)

Si considera el c¢édigo unipuntual Co (D, G) sobre Fi1, donde G := 9Qs01, vy D : ZP,, se tiene
deg G < n = 10, entonces el Teorema 1.51 de [7] determina que la dimensién del codlgo Cy(D,G)
sobre F11 es k = 5. Denotando por 1(P;) :=a1; y 2;(Pj) = a;5 donde 1 < j <10y 2 < i <5, la matriz

11 111111 1 1

es una matriz generadora para Co (D, G).

Proposicién 22. Si k=1 en (5), entonces,

H=(nn+2n+4,n+6,---,2n—1). (22)

n—1

Demostracion. Define S := {n,n+2,n+4,n+6,---,2n — 1}. Debe verificarse que (S) C H y que
< b
- 2

gs = g. Para lo primero, considere el divisor principal del elemento (ab~'y?) con 0 < i

Revista de Ciencias. Volumen 29 N. 1



entonces,

@™y’ = (@) =) +ily"
= nP" —nQu1 —nP" +nQu2+i(P| + Py + P"+ P" —2Q0c01 — 2Q002)
= nQoc2 — NQoo1 + (P + Py) +iP" +iP" — 2iQu01 — 2iQ 02
= i(P[+ P)) +iP" +iP" + (n — 2)Qu2 — (n + 2i)Qoo1,

n—1
de ahi que, n +2i € H para 0 <1 < —5 Y como H es un semigrupo, se concluye (S) C H.

Para lo segundo, se afirma que el conjunto Apéry de (S) con respecto a n estd dado por A = {0} U

A1 U As, donde
. .o n—1 . on—1
Alzz{n—|—21:1§z§2} v Ag::{3n+(21—1):1§z§2}.

Para comprobar esto, se prueba que A C (S), A tiene n elementos distintos médulo n y si z € A,

entonces x —n ¢ (5). Estd claro que A; C (S). Del mismo modo, dado que
3n+i=2n—14+n+(+1),

con i € {1,3,5,--- ,n — 4,n — 2}, se establece la inclusién Ay C (S), y, en consecuencia, A C (S5).

Ahora, sean i,j € {2,4,6,--- ,n — 3,n — 1}, entonces,
n+i=n-+j (modn) siysolosi i=j (modn) siysolosi i=jporquei,j<n.
De igual forma para 4,5 € {1,3,5,--- ,n —4,n — 2} se tiene
3n+i=3n+j (mod n) siysolosi ¢=j (modn) siysolosi i =7 yaquei,j<n.
Por ltimo, también note que si 2 <i<n—1espary 1 <j<n—2esimpar, entonces:

n+i=3n+j (mod n) siysolosi ¢ =7 (modn) siysolosi i=jyaquei,j<n.

En consecuencia, se puede decir que A estd formado por n elementos distintos médulo n. Ahora

-1
se demuestra que z € A implica que z — n ¢ (S). Suponga que para 1 < i < nT fijo, existen

A0, A1, e ,/\% € N no todos los ceros tales que,
n—1 n—1 n—1
2 2
nt2i-n=2=> Nn+2j)]=nY_ N+2> i\,
j=0 j=0 §=0
luego debe cumplirse \g = A\ =--- = )\nT—l =0, lo cual es una contradiccién.

21

Semigrupos deWeierstrass en Extensiones de Kummer con més de un lugar en el infinito



n —

1
De igual modo, si supone que para ¢ fijo con 1 < i < existen By, B1, -, B82=1 € N no todos los
2

ceros que satisfacen la combinacién lineal,

n—1 n—1 n—1

2

Bn+(2i—1)—n=2+2-1=Y [Bi(n+2)]=nd Bi+2> jb,

Jj=0 Jj=0 Jj=0

entonces se debe tener,
n—1 n—1
2

Y Bi=2y 2> jB=2-1 (23)

§=0 j=0
Observando que la ultima igualdad de (23) es imposible, se infiere que A = Ap((S);n), y asi, la

Proposicién 3 permite concluir que,

n—1 n—1

1< , , n—-1 1[Z , n—1
g5 =~ | 2ol 2]+Brt 2 - 1] | === YoMt di-1] | -
j=1 j=1
n?-1 n-1 n—1 5n—-1 n-1
((" ) Qn) 2 2 2 " g

Antes de exponer el resultado cuando k = 2 en (5), se debe enunciar la siguiente proposicién.
Proposicion 23. Considere la extension de Kummer:

2n

Yy = (z — al)%

z(x — ag)

cond=(n,k),(n,k+1)=1yn>2.

a) Sii es un entero positivo tal que n —ik —i > 0, entonces n+ ik +i € H.

b) Sii es un entero positivo con ik —n >0y 2n — ik —i > 0, entonces ik +i € H.
Demostracion.

a) El divisor principal del elemento y'ab~! estd dado por:

, k
(yiab~HF = iE(Pl’ 4ot Py 4+ iP" +iP" —i(k 4+ 1)Qoo1 — i(k + 1)Qoo2

+ nP" —nQu1 — nP" +nQ>
1k
%(P{ +o+ Py +iP" +iP" 4 (n =ik — 1) Qoo2 — (n + ik + 1) Qoor-

Como n — ik — i > 0, se deduce que n + ik +1i € H.
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b) Ahora, calculando el divisor principal del elemento yiab~!(x — a1)~?, se obtiene,

) ik —
(Wab Mz —a) ™) = (@ dn> (P{+ -+ Phy) +iP" +iP" + (2n — ik — 1)Quc2

— (ik+1)Qoo1-

Dado que tk —n >0y 2n — ik — ¢ > 0, se deduce la conclusién.

Como consecuencia de la proposicién anterior, se sigue:

Corolario 24. Suponga que k =2 en (5), entonces,
<n,n+3,n—|—6,~-~ ,TL+3(Z— 1)5n+3i73j153j253j3a3j4a"' 73.7> gHv

donde i := max{s € Zy :n—2s—s > 0}, j1 ;== min{s € Zy : 2s —n > 0}, j := méx{s € Z, :
2n —2s— 82> 0} yjo < Jsg < js < .-+ < j son nidmeros naturales conseculivos mayores que ji y

menores o iguales que j.

Es importante destacar que el corolario anterior no garantiza la igualdad para el conjunto H. No
obstante, al usar el software GAP, este corolario se convierte en una conjetura. Se puede decir que la
dificultad radica en no poder encontrar una expresién que permita determinar el género del semigrupo

en cuestién.

Conjetura 25. Dada la extension de Kummer,

Y = (v — a1)4w(x — an)

cond=n,2),(n,3)=1yn>2,
H = (n,n+3,n+6, 7n+3(i71)7n+3i73j173j253j353j45"' 73j>7

coni:=max{s € Zy :n—2s—s >0}, j1 :=min{s € Z; : 2s—n >0}, j :=méx{s € Z; : 2n—2s—s >
0} yjo < js < js <--- < j son nimeros naturales consecutivos mayores que j1 y menores o iguales

que j.

Ejemplo 26. Calcule el semigrupo de Weierstrass H con respecto a la extension de Kummer y?? =
(x—1)*z(x —2) definida sobre Fs. El género de esta extension de cuerpos de funciones es g = 20 segiin
la Proposicion 4. Siguiendo la notacion del Corolario 24, se tiene n = 11, por lo que i = 3,571 =6 y

7 = 7. Note que en este caso jo = j, luego en ese orden de ideas,

S:=(11,11+3,1146,11+9,3-6,3-7) = (11,14,17,20,18,21) C H.
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Si ejecutamos el codigo en el software GAP;

gap> LoadPackage ("NumericalSgps") ;
gap> s:=NumericalSemigroup(11,14,17,20,18,21);
<Semigrupo numérico con 6 generadores>

gap> Genus(s); 20

Se encuentra que S tiene género 20, de donde se infiere que la inclusion anterior corresponde a una
igualdad, y por lo tanto
H = (11,14,17,20, 18, 21).

Ejemplo 27. Determine el semigrupo de Weierstrass H con respecto a la extension de Kummer
y38 = (v —3)*x(x—7) definida sobre F11. Como antes, por la Proposicién 4 el género de esta extension
de cuerpos de funciones es g = 36. Continuando con la escritura del Corolario 24 se tiene n = 19, por

lo que i =6, j1 =10 y j = 12 en este caso jo = 11 y, por lo tanto,

S: = (19,19+3,19+6,1949,19 + 12,19+ 15,19 + 18,3 -10,3 - 11,3 - 12)

(19,22,25,28, 31, 34,37, 30, 33,36) C H.

Ahora el cédigo

gap> LoadPackage ("NumericalSgps");

gap> s:=NumericalSemigroup(19,22,25,28,31,34,37,30,33,36);
<Semigrupo numérico con 10 generadores>

gap> Género(s);

36

programado en el software GAP, muestra que S tiene género 36, obteniendo ast igualdad en la inclusion

anterior Yy, en consecuencia,

H = (19,22,25,28,31, 34, 37, 30, 33, 36).
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