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Resumen

El objetivo principal de este trabajo es presentar una demostracion original de algunas
caracterizaciones del cuerpo ordenado de los ntimeros reales. Nos centraremos en las
que involucran el Axioma del Supremo, el Principio de los Intervalos Encajados y la
Convergencia de Sucesiones de Cauchy. Una peculiaridad de este trabajo es que
abundan los enunciados de equivalencias. De hecho, muchos de estos enunciados,
como cadenas de equivalencias, son la propia demostraciéon. Ademas, el trabajo nos
proporciona otra forma de ver la equivalencia entre las construcciones de los ntimeros
reales de Dedekind y de Cantor.

Palabras clave: axioma del supremo, caracterizacion de los nameros reales,
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On some characterizations of the ordered field of the
Real Numbers

Abstract

The main objective of this paperis to present an original proof of some characterisations
of the ordered field of the real numbers. We will focus on those involving the Supreme
Axiom, the Nested Interval Principle, and the Cauchy Convergence of Successions. A
peculiarity of work is that equivalence statements abound. In fact, many of these
statements, as chains of equivalences, are the demonstration itself. In addition, the
work provides another way of seeing the equivalence between the constructions of the
real numbers of Dedekind and Cantor.
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1 Introduccién

En las escuelas ensefian el método que ide6 Arquimedes para aproximar el namero 7t
calculando los perimetros de los poligonos inscritos y circunscritos en una circunferencia de
radio dado. Se explica, quizas con otras palabras, que la sucesion de poligonos determina una
sucesion de intervalos encajados que limitan el nimero buscado y cuyas longitudes tienden a
cero por lo que, conforme el nimero de lados aumenta, la aproximacion calculada estara cada
vez mas cerca del valor real.

Esta idea de aproximar ntimeros con intervalos encajados y cuyas longitudes tienden a cero
se puede ver en el intento de Bolzano, a principios del siglo XIX, de construir ntimeros
irracionales con intervalos de nimeros racionales'. Nos encontramos que a mediados del siglo
XIX ya se habia formalizado el célculo infinitesimal pero ain no se conocia una
fundamentacién del concepto de numero real. Dedekind ya mostr6 interés por la
fundamentacion de los nameros reales en su leccion de habilitacion de 1854, y desarrolld su
construccion mediante cortaduras en 1858, publicandola finalmente en 1872. Su método es la
forma natural de extender un conjunto linealmente ordenado a otro que cumpla el axioma del
supremo. Pero conseguir mantener la estructura de cuerpo resulta tedioso.

También en 1872, Cantor public6 su método basado en sucesiones de Cauchy que, a su vez,
es la forma natural de extender un cuerpo a otro en el que las sucesiones de Cauchy sean
convergentes. Aunque su articulo no tenia el rigor del de Dedekind, su construccion es la mas
utilizada. Ademas de ser menos engorrosa, es probablemente mas ttil para el analisis. Se
considera que Cantor mejoré la construccion del que fuera su profesor, Weierstrass, basada
en series o agregados de racionales2.

Es bien conocido que estas construcciones son equivalentes, es decir, construyen cuerpos
ordenados isomorfos. En este trabajo damos otra forma de mostrar la equivalencia de las dos
construcciones usando como eslabodn las sucesiones de intervalos encajados. Concretamente,
la parte central del articulo es presentar una demostracion original del siguiente teorema.

Teorema 1.1. Dado un cuerpo ordenado F, son equivalentes:

1) F es isomorfo al cuerpo ordenado de los niimeros reales.

i1) En F todo conjunto acotado superiormente tiene supremo.

ii1) F es arquimediano y cumple el Principio de los Intervalos Encajados.

iv) F es arquimediano y toda sucesion de Cauchy es convergente.

En la seccion 2 demostraremos que los cuerpos ordenados que cumplen el axioma del
supremo son isomorfos, es decir la unicidad. Lo haremos utilizando las ideas de Dedekind.
Concretamente, veremos que son isomorfos al completado por cortaduras del cuerpo de los
nimeros racionales. La particularidad de nuestra demostracion es que mostramos como, para
probar la unicidad, podemos evitar realizar las habituales y tediosas definiciones de las

' Puede consultar sus ideas en el trabajo de Russ ez al. (.
2 Aunque Weierstrass nunca public su método, se conoce por las notas de algunos de sus
alumnos. La construccion de Weierstrass presenta algunas dificultades ®.

Revista de Ciencias. Volumen 28 N. 1




operaciones suma y producto de cortaduras, y las no menos engorrosas demostraciones de las
propiedades preceptivas. Ademas, nos permite obtener la caracterizacion de Hilbert.

En la seccion 3 veremos la equivalencia de la condicion iii con la ii y la iv.

Con respecto al Principio de los Intervalos Encajados (PIE) hay que realizar la siguiente
precision. La forma habitual de decirlo es: Un conjunto totalmente ordenado cumple el PIE si
toda sucesion de intervalos acotados, cerrados y encajados tiene interseccion no vacia. Sin
embargo, en ocasiones, especialmente cuando se estudia las propiedades de los nimeros
reales, se complementa con la siguiente condicién que vamos a denotar PIE,: Un cuerpo
ordenado cumple el PIE, si toda sucesion de intervalos cerrados y encajados cuyas
longitudes tienden a cero tiene por interseccion un unico elemento. En esta seccion
empezaremos viendo que en cuerpos ordenados el PIE siempre implica el PIE,. También
probaremos que en los cuerpos arquimedianos se verifican el reciproco. (En cuanto a los
cuerpos no arquimedianos, veremos ejemplos que muestran que el PIE y el PIE, no son
equivalentes). A continuacion, mostraremos que en los cuerpos arquimedianos estos
principios son equivalentes al axioma del supremo. En el dltimo apartado de la seccion
demostraremos que en los cuerpos ordenados, arquimedianos o no, el PIE, es equivalente a la
Convergencia de las Sucesiones de Cauchy (CSC).

En definitiva, las implicaciones que veremos se pueden representar con el diagrama que
presentamos en la figura 1.

Ax. Supremo

Figura 1. Relaciones en los cuerpos ordenados entre el PIE, la CSC, la propiedad arquimediana y el axioma
del supremo.

Hemos tratado, aunque no del todo conseguido, que la demostracién de estas equivalencias
sea a través de cadenas de equivalencias. A nuestro juicio, esto proporciona una mejor vision
del fondo del asunto, del por qué decimos lo mismo con distintas palabras. Esta forma de
proceder en estas dos secciones, nos llevan a enunciar definiciones equivalentes de conceptos
como supremo, propiedad arquimediana y el PIE, y nos sirve para demostrar, de paso, otras
conocidas caracterizaciones del cuerpo ordenado de los niimeros reales.

En la seccion 4 indicamos como es la construccion de Cantor de los nimeros reales. Esta
construcciéon nos proporciona la existencia de un cuerpo que cumple con todas estas
propiedades. Seguidamente recapitularemos las definiciones equivalentes de R que hemos
encontrado en el articulo. Terminaremos la seccion viendo las propiedades del cuerpo que
resulta de aplicar el método de Cantor al cuerpo de las funciones racionales.

Por dltimo, comentar que, como se puede apreciar en la introduccién, evitamos la
denominacion de cuerpo completo por ser ambigua. En efecto, desde el punto de vista de la
teoria de conjuntos es habitual denominar completo a los conjuntos totalmente ordenados que
cumplan el axioma del supremo. En este sentido, cuerpo completo solamente hay uno, el de
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los nimeros reales. Sin embargo, en otros campos es habitual utilizar el término completo
para referirse a conjuntos métricos, o con una topologia con base uniforme, que cumplen la
CSC. En todo caso, para evitar la ambigiliedad, utilizaremos los términos Dedekind-completo
y Cauchy-completo.

2. El axioma del supremo y la propiedad arquimediana

En esta seccion mostramos unas caracterizaciones del supremo de un conjunto que
utilizaremos més adelante. También veremos las relaciones de los cuerpos arquimedianos y
los cuerpos que cumplen el axioma del supremo con el denominado completado por
cortaduras de Q, que no es otro que R. En concreto, veremos que los cuerpos que cumplen el
axioma del supremo son isomorfos a él, y que los los arquimedianos estan contenidos en él.

2.1 Axioma del supremo

Como sabemos, un conjunto totalmente ordenado S se dice que satisface el Axioma del
Supremo si cualquier subconjunto acotado C tiene supremo, es decir, existe un elemento en S
que es la menor cota de C. En este apartado vamos a ver otras definiciones equivalentes de
supremo. Antes veamos algunos aspectos de notacion.

Dados dos subconjuntos C; y C. con la expresion C; < C. expresamos el hecho de que todos
los elementos del primero son menores o iguales que cualquier elemento del segundo. Analogo
significado le damos a C; < C..

Dado un subconjunto C acotado superiormente (inferiormente) denotaremos por U (C)
(L(O)) al conjunto de todas sus cotas superiores (inferiores). Enunciemos unas propiedades
elementales de estos conjuntos.

Proposicidn 2.1. En un conjunto totalmente ordenado S, dado un subconjunto C acotado
superiormente (inferiormente) se cumple que:

LU@QULU) =S (L) v ULKL) =9).
2.C<U) (LIO)<O.

3. 51 C <€ X entonces U(X) € U(C) (L(X) < L(C)).
4.CS L(UC) (C< ULO.

5. U(C) = UU(C)) (L(C) = LAUL(C)))).

Demostracion. Solamente nos detendremos en la demostracion de la propiedad 5. Si C esta
acotado superiormente entonces U(C) lo esta inferiormente. Aplicando la propiedad 4 se
deduce que U(C) € U(L(U(C))). Por otra parte, por la propiedad 4 sabemos que C < L(U(C)) y
aplicando la propiedad 3 obtenemos U(L(U(C))) < U(C).

La siguiente proposicién se deduce directamente de las definiciones de supremo e infimo y
de la propiedad 5.
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Proposicion 2.2. Dado un conjunto totalmente ordenado S, y un subconjunto acotado
superiormente C, son equivalentes:

1) a es supremo de C.

i) a > Cy a < U(C). Es decir, a es el minimo de U(C).

ii)) a € U(C) N L(U(C)).

iv) a € U(L(U(C))) N L(U(C)).

v) a = L(U(C)) y a < U(C). Es decir, a es el maximo de L(U(C)).
vi) a es infimo de U(C).

Hagamos un par de comentarios. En primer lugar, hemos visto que a es el infimo de
U(C) si y solamente si a es el minimo U(C). Es decir, si existe el infimo de U(C) entonces
pertenece a U(C). Por otra parte, analogo resultado se deduce en caso de conjuntos
acotados inferiormente.

Merece la pena hacer una pequena digresion.
Teorema 2.1. Dado un conjunto totalmente ordenado S, son equivalentes:

1) Todo subconjunto acotado superiormente tiene supremo.
i1) Todo subconjunto acotado inferiormente tiene infimo.

Demostracién. Si todo conjunto acotado inferiormente tiene infimo tendremos que para
todo conjunto acotado superiormente C existira el infimo de U(C). Entonces, por la
proposicion 2.2, existira el supremo de C. Simétricamente obtenemos la implicacion contraria.

Condicion equivalente, en cuerpos ordenados, de supremo de una sucesion
creciente. Notemos que hasta ahora solo hemos hablado de conjuntos ordenados. En la
siguiente proposicion damos, para cuerpos ordenados, unas sencillas condiciones
equivalentes de supremo de una sucesion creciente. En el apartado siguiente haremos uso de
la Gltima, las intermedias son la demostracion.

Proposicion 2.3. En un cuerpo ordenado, dada una sucesion creciente y acotada {a,},
son equivalentes:

1) a es su supremo de {ax}.
i1) a es cota superior de {an} y para todo € > 0 se tiene que a — € no lo es.

111) a es cota superior de {a,} y para todo € > 0 existe n(e) tal que A — € < An(e).
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iv) Para todo € >0 existe n(e) tal que {a,} < a < ane + €.

2.2 Propiedad arquimediana

Sabemos3 que un anillo (cuerpo) ordenado F contiene una copia de Z(Q)4. Un caso
particularmente importante es cuando Z no estd acotado, son los denominados anillos
(cuerpos) arquimedianos.

Definicion 2.1. Sea R un anillo (o un cuerpo) ordenado, se dice que R es arquimediano
si Z no esta acotado superiormente.

Un ejemplo de anillo no arquimediano es el anillo de los polinomios sobre R, R[X]. Por
supuesto, su cuerpo cociente, el cuerpo de las funciones racionales sobre R, R(X), tampoco es
arquimediano.

En este apartado vamos a dar unas definiciones equivalentes de la propiedad
arquimedianas. También veremos un par de resultados importantes que se deducen de las
ultimas caracterizaciones.

Proposicion 2.4. Sea F un cuerpo ordenado. Entonces, las siguientes definiciones de la
propiedad arquimediana son equivalentes:

1) Z no esta acotado superiormente en F.

i1) Para todo x € Fexisten € Z talquen -1 <x <n.

1i1) La sucesion {2", n € N} no esta acotada superiormente.
) inf{1/n,n e N} = 0.

v) inf{1/2", n € N} = o.

vi) Para todo € > 0 la sucesion {}."* €}ne 1 no esta acotada superiormente.

3 Las propiedades algebraicas bésicas de los cuerpos ordenados se pueden consultar en el capitulo 11 de
Waerdem @ o en el capitulo 1 de Artmann ®. Brevemente, recordemos que si son ordenados entonces la
relacion de orden es total. Ademas, definir una relacion de orden en ellos es equivalente a definir el conjunto de
elementos positivos P, de manera que si x, y € P entonces x + yyxy € P. Asi, sedicequex<ysiy—x € P.
Por ejemplo, en el anillo de los polinomios se definen los polinomios positivos como aquellos cuyo coeficiente
del término de mayor orden es positivo. Para el cuerpo de las funciones racionales, como cuerpo cociente, el
orden se extiende de forma natural.

4 Por simplicidad, supondremos que para todo cuerpo ordenado F tenemos que Q < F, en lugar de hablar de
subcuerpos isomorfos a Q.

5 No vamos a hacer una enumeracion exhaustiva de las definiciones equivalentes de cuerpo arquimediano, ni
siquiera de las que pueden considerarse mas habituales. Solamente enunciamos las que utilizamos en el trabajo
ya sea directamente, ya sea como paso intermedio para enunciar otras. Las de la primera proposicion son bien
conocidas, pero no descartamos que alguna de las siguientes sea original. Alin veremos otras caracterizaciones
en otros apartados.
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vii) Para todo a € F y para todo € > 0 la sucesion {a + " €}n e v no esta acotada

superiormente.
viii) Para todos a < b € Fy para todo € > 0 existe n tal que a + ne > b.
ix) Q es denso®en F.

Demostracién. Que iimplica ii se deduce porque para todo x debe existir n; y n; tales que —
X < —n;y — x < ns. Por tanto, n; < x < ns y si no es x < n; + 1 consideremos el siguiente a n.
Procedemos de forma iterativa y, como ns — n; € N, en un numero finito de pasos encontramos
el valor requerido. El reciproco es trivial.

Para la tercera tengamos en cuenta que n < 2"y que 2"€ Z.

Las iv y v se deducen de que si C es un conjunto de elementos positivos se tiene que C ! =
{x~1: x € C} también lo es y, por tanto, su infimo sera mayor o igual que 0 y la igualdad se da
siy solamente si C no esta acotado.

Para justificar vi y vii solamente hay que tener en cuenta que un conjunto C esta acotado
superiormente si y solamente si para todo a > 0 se tiene que aC := {ax : x € C} esta acotado
superiormente; o si y solamente si para todo a se tiene que a + C := {a + x : x € C} esta acotado
superiormente.

La viii no es méas que otra forma que expresar la vii.

En cuanto a la tltima, si Q es denso en F entonces, como F no tiene elemento maximo, Q
no esta acotado y, por tanto, tampoco lo esta 7. Para el reciproco, sean x < y € F, por iv existe

n € N tal que 1/n < y — x, y por ii existe m € Z tal que m — 1 < nx < m. Asi, tenemos que x < %
m-1

1
+-<xX+y—-x=y.
T Y Y

Presentamos separadamente otra condicion equivalente que nos va a ser de gran utilidad.
La demostracion que hemos elaborado es una cadena de equivalencias que parte de la
condicion vii de la proposicion 2.4. Para las primeras equivalencias nos podemos ayudar de la
figura 2.

Proposicidon 2.5. Sea F un cuerpo ordenado. Entonces, las siguientes definiciones de la
propiedad arquimediana son equivalentes:

i) Para todo a y para todo € > 0 la sucesién {a + " €}, .y no estd acotada superiormente.

i1) Para todo a y para toda sucesion {u,} tal que {u»} > € para cierto € > 0, se tiene que la

sucesion {a + 3" U, }ney NO esta acotada.

6 Recordemos que un conjunto totalmente ordenado S es denso si V x <y € Sexistez € Stalquex<z<y. Y
un subconjunto suyo A es densoen Ssi V x<y € Sexistez € 4 tal quex <z<y.
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ii1) Para toda sucesion {a.} tal que para todo n se verifica que a».. — an = € para cierto € >

0, se tiene que la sucesion {a,} no esta acotada.

iv) Para toda sucesion creciente {an} tal que para todo n existe m(n) > n que verifica que

amm) — An = € para cierto € > 0, se tiene que la sucesion {a,} no esta acotada’.

v) Para toda sucesion creciente y acotada {a.}, y para todo € > o existe n(e¢) tal que para

todo m = n(e) se tiene que am — An(e < €.
vi) Para toda sucesion creciente y acotada {a.}, y para todo € > 0 existe n(e) tal que {an}

< Ane) + E.

| I
T T 1 r

f1 = € M2 > € fn = € Hnt1 > €

a

as Ap—1 (2% Ay 41

Qe
—

Figura 2. Representacion de una sucesion creciente cuyos elementos estan separados, al menos, por un valor € > 0.

Volvemos a comentar que nada impide obtener caracterizaciones analogas si hablamos de
sucesiones no acotadas inferiormente y decrecientes.

Una consecuencia inmediata de la tltima definicion es que, por la tultima de las
caracterizaciones de supremo de la proposicion 2.3, todo cuerpo ordenado que satisface el
axioma del supremo es arquimediano. Este resultado quedara obsoleto cuando veamos que
solamente hay un cuerpo ordenado que cumple el axioma del supremo, el de los reales, no
obstante, enunciémoslo.

Corolario 2.1. Todo cuerpo ordenado que cumple el axioma del supremo es
arquimediano.

Hagamos de nuevo una digresion para esbozar la demostracién de otra conocida
caracterizacion del cuerpo de los niimeros reales.

Aunque aun no hemos comentado como se definen en los cuerpos ordenados el valor
absoluto ni, por tanto, las sucesiones de Cauchy ni la convergencia de sucesiones, no podemos
evitar comentar que de la caracterizacion v de la proposicion 2.5 se desprende que otra
caracterizacion de cuerpos arquimedianos es: Aquellos cuerpos ordenados en los que toda
sucesion creciente y acotada es una sucesion de Cauchys. Como hemos comentado, la
caracterizacion se mantiene si hablamos de sucesiones monétonas y acotadas.

Observemos que entonces, si un cuerpo F es arquimediano y cumple la CSC cumplira que
toda sucesion monotona y acotada es convergente. Reciprocamente, si toda sucesién

7 Esta caracterizacion se puede deducir de la anterior del hecho de que una sucesion es no acotada si'y
solamente si tiene alguna subsucesion no acotada. De hecho, si prescindimos de la condicion de ser creciente la
caracterizacion sigue siendo valida, pero la hemos incluido para obtener la caracterizacion siguiente como el
contrarreciproco de esta.

8 Esta caracterizacion se menciona en la pagina 36 de Artmann @),
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monotona y acotada es convergente tenemos por un lado que N, al formar una sucesion
monotona no convergente, no puede ser acotado, es decir, F es arquimediano; y por otro que,
como toda sucesion de Cauchy es acotada y admitiendo que de toda sucesion se puede extraer
una subsucesion monotona, se tiene que de toda sucesion de Cauchy se puede extraer una
subsucesion monotona y acotada, que, por hipotesis, sera convergente, y, como se demuestra
que toda sucesion de Cauchy con una subsucesion convergente es convergente, concluimos
que F cumple la CSC. Es decir, tenemos la siguiente equivalencia.

Corolario 2.2. Dado un cuerpo ordenado F toda sucesién monoétona y acotada es
convergente si y solamente si F es arquimediano y cumple la CSC.

2.3 El completado por cortaduras

Como iremos indicando a lo largo de este apartado, no es dificil demostrar que para todo
conjunto totalmente ordenado, no acotado y denso existe un conjunto que lo contiene, cumple
el axioma del supremo, mantiene el orden y aquel es denso en este (para una demostracion
sintética ver pagina 39 de Jech ). Lo Gnico que hay que hacer es rellenar los huecos con las
denominadas cortaduras de Dedekindd. En este apartado nos vamos a limitar a hablar de
conjuntos ordenados sin estructura algebraica alguna, pero vamos a preparar el terreno para
dar el salto a cuerpos ordenados en el apartado siguiente, donde probaremos la unicidad de
cuerpos ordenados que cumplen el axioma del supremo.

No hay una completa uniformidad en las definiciones de cortadura y cortadura de
Dedekind. En su origen, Dedekind @ defini6 las cortaduras utilizando pares de conjuntos
(A, A,) que suponian una particion de Q de manera que todo elemento de A, es menor que
todo elemento de A.. Si bien Hrbacek et al. © siguen a Dedekind diciendo que dado un
conjunto ordenado S una cortadura es un par de subconjuntos (A, B) no vacios cuya union es
Sy A < B (por tanto, son disjuntos); afiaden que cuando ademas se cumple que A no tiene
maximo se dice que es una cortadura de Dedekind. Notemos que A no tiene maximo si y
solamente si U(A) = B, entonces, por la proposicion 2.2, A no tiene supremo si y solamente si
ni A tiene maximo ni B tiene minimo. Se dice entonces que la cortadura es un gap.

Observemos que las cortaduras vienen univocamente determinadas por uno de los
conjuntos del par ya que el otro es su complementario, y, como segiin Suppes (©) ya notaron
Peano y Russell, son méas sencillos de manipular. Asi, es habitual trabajar solo con el primer
conjunto de cada par. Cuando estos conjuntos no tienen méaximo, algunos autores, como
Goldrey W, los llaman conjuntos izquierda de Dedekind; otros, como Potter 02),
descriptivamente llaman subconjuntos propios iniciales sin maximo ya que los podemos
definir como todo aquel subconjunto propio A no vacio, que no tiene maximo y que cumple
que si x € A entonces para todo y < x se tiene que y € A; y otros como Harrison 3) o Ayres (14)
llaman simplemente cortaduras.

Nosotros seguiremos mas bien a estos tltimos en el sentido de que trabajaremos solo con
el primer conjunto, pero usaremos las denominaciones de los primeros. Para mayor claridad,
presentamos la siguiente definicion.

Definicion 2.2. Dado un conjunto totalmente ordenado S, y A un subconjunto no vacio
y acotado de S decimos que:

9 Como comenta Feferman (), esta construccion es también valida para conjuntos acotados, lo que sucede es que
los cuerpos ordenados no lo son, y, por tanto, no es de nuestro interés.

10La palabra alemana utilizada por Dedekind fue schnitt. En su traduccion al inglés se ha impuesto el término
cut y al espafiol cortadura, como hacen los autores de los manuales que vamos a citar y Ferreirés ® en su
traduccion de los trabajos de Dedekind.
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e AesunacortadurasiA U U(A) =S.

e A es una cortadura de Dedekind si es una cortadura y A N UA) = @ (o,
equivalentemente, si es una cortadura sin maximo).

e A es un gap si es una cortadura de Dedekind y U(A) no tiene minimo (o,

equivalentemente, si es una cortadura sin supremo).
Por ejemplo:

e {q€Q:q < 2}esunacortadura, pero no es Dedekind ya que tiene maximo.
e {q€Q:q< 2}esuna cortadura de Dedekind pero no es gap ya que tiene

supremo.

e {qeQ:q2< 2}esel gjemplo clasico de gap ya que para todo g € Q siempre es
posible encontrar p € Q tal que si g2 < 2 entonces p2< 2y g < p, y si g2 > 2 entonces p?

>2yp<q.

Pongamos otros ejemplos que relacionan las cortaduras con sucesiones de elementos de Q
y con series en Q.

Supongamos una sucesion creciente y acotada {g»}, entonces podemos definir la cortadura
de Dedekind {g € Q : 3 n con q < g»}. Ejemplos de este tipo de cortaduras tenemos las que
determinan las sucesiones constantes, que no serian gap. Ejemplo de gap es la cortadura que

. ., 1\" .
proviene de la sucesion qn=(1 +Z) , pues se demuestra que no tiene supremo.
Concretamente, esta cortadura nos define el nimero e.

También seria cortadura de Dedekind la definida por una sucesi6on a su vez definida
mediante una serie de suma acotada y elementos no negativos ya que tal sucesiéon seria

. . 1 ’
creciente y acotada. Por ejemplo, g, = Z?ﬂ; que no seria gap por tener de supremo el 1, o

1 ’ ’ . . .
qn= Y=o - que si seria gap ya que se demuestra que determina la misma cortadura que define
el nimero" e.

En lo que sigue trabajaremos con conjuntos totalmente ordenados, no acotados, de méas de
un elemento y densos porque asi lo son los cuerpos ordenados, pero algunos resultados se
mantienen relajando las condiciones de ser acotados o densos. Dado uno de estos conjuntos,
S, definimos su completado por cortaduras, SP, como el conjunto formado por todas sus
cortaduras de Dedekind. En estos conjuntos de conjuntos la inclusion es una relacion de orden
total y con ella, ademas de conservar las propiedades de ser no acotado y denso, como hemos
comentado, verifican el axioma del supremo. En efecto, el supremo de un conjunto de
cortaduras es simplemente su union. También se consideran que son una extension del
conjunto original. Justifiquemos esto ultimo. Tengamos en cuenta que dado a € S se tiene que
{x € S : x < a} es una cortadura de Dedekind que tiene a a por su supremo. De esta forma,
podemos definir la funcién:

" Si partiendo de esta Gltima sucesion definimos la sucesion ¢',= ¢, +1/n! tenemos otra sucesion acotada, pero
en este caso decreciente, que conjuntamente nos definen una sucesion de intervalos encajados cuyas longitudes

tienden a cero. La interseccion de todos ellos en Q es el vacio, pero en IR es, evidentemente, el nimero e.
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s — 5P

ar—i(a) ={x€S: z<a}

y facilmente se comprueba que si a < b entonces i(a) & i(b), es decir, es inyectiva y conserva el
orden (por ejemplo, ver el paso 4 del teorema 7.5 de Feferman ). En realidad, toda cortadura
de Dedekind se puede escribir de esta forma si y solamente si tiene supremo. En efecto, si A es
una cortadura de Dedekind que tiene supremo entonces A = {x € S : x < sup A} = i(sup A).
Recapitulando, podemos dar algunas caracterizaciones de los conjuntos que verifican el
axioma del supremo.

Proposicion 2.6. Sea S un conjunto totalmente ordenado, denso y no acotado. Son
equivalentes:

1) En S no hay gaps.
i1) En S toda cortadura de Dedekind tiene supremo.

i11) La funcion de inclusiéon i es biyectiva y, por tanto, un isomorfismo de conjuntos

ordenados.
iv) S es isomorfo a SP.
v) S cumple el axioma del supremo.

Demostraciéon. Ya hemos comentado que i es equivalente a ii y esta a iii. Por otra parte, por
definicion, iii implica ivy v implica ii. Para terminar, afirmamos que iv implica v. En efecto,
en general, si dos conjuntos ordenados son isomorfos entonces o los dos o ninguno cumple el
axioma del supremo (basta comprobar que el supremo de un conjunto acotado es la
antiimagen del supremo del conjunto imagen'2). Por tanto, como SP cumple el axioma del
supremo, si S es isomorfo a SP entonces S cumple el axioma del supremo.

Por otra parte, dado C subconjunto denso en S, es evidente que si A es una cortadura de
S se tiene que A N C es una cortadura de C. Veamos que también se conservan las cortaduras
de Dedekind.

Proposicién 2.7. Dados S conjunto denso, C subconjunto denso en S y A cortadura de
Dedekind de S, entonces A N C es una cortadura de Dedekind de C.

12 Goldrey 'V define las propiedades que se conservan por isomorfismos de orden como invariantes de teoria
del orden (ver pagina 168) y deja como ejercicio probar que el supremo de un conjunto es un invariante de
teoria del orden (ver pagina 175).
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Demostracion. Solamente hay que demostrar que A N C no tiene méaximo. Seax € A N C
entonces, como x no es maximo de A existe y € A con x < y. Por ser C denso en S se tiene que
existe z € Cconx < z < y, pero z € A N Cpor lo que x no es el maximo de A N C.

Por la proposicién 2.7, en el caso de que C sea denso en S, la siguiente funcién esta
bien definida:

€)) §D =D

A— ¥(A)= ANC.

De hecho, podemos dar el siguiente resultado.

Proposicion 2.8. Dados S conjunto denso y C subconjunto denso en S se tiene que ¥ es
un isomorfismo de conjuntos ordenados.

Demostraciéon. Probamos primero que es inyectiva y conserva el orden. Si A & B € S, existe
x € B— A. Como B no tiene maximo, existe y € B con x < y. Como C es denso en S, existe z € C
conx<z<y.Portanto,ze (B-A)NC,esdecirANCEBNC.

Veamos que también es sobreyectiva. Sea B € CP,sea A = {x € S: x < bparaalgin b € B}.
Es claro que A es una cortadura de S, y no puede tener maximo ya que también seria méximo
de B. Por tanto, A € SP. Por altimo, $¥(A) =ANC={x€ C:x < bparaalginb € B} = B.

Consecuencia de las proposiciones 2.6 y 2.8 es el resultado con el que cerramos este
apartado. Se trata de otra caracterizacion de los conjuntos densos que cumplen el axioma
del supremo.

Corolario 2.3. Dados S conjunto denso y C subconjunto denso en S, entonces S cumple el
axioma del supremo si y solamente si S es isomorfo a CP.

2.4 Embebimiento de los cuerpos arquimedianos en QP

Recordemos que todo cuerpo ordenado F es un conjunto totalmente ordenado y denso.
Ademas, si F cumple el axioma del supremo entonces, por el corolario 2.1, F es arquimediano,
es decir, Q es denso en F, por lo que por el corolario 2.3 debe ser isomorfo a QP como conjunto
ordenado. Veamos que también es isomorfo a QP como cuerpo ordenado. Para ello hay que
dotar a QP de una estructura de cuerpo. La manera habitual de hacerlo, definiendo
operaciones entre cortaduras y demostrando sus propiedades, es bastante tediosa. Sin
embargo, si partimos de la existencia de un cuerpo ordenado que cumpla el axioma del
supremo, se puede hacer de forma sencilla 3.

'3 En Feferman © se puede encontrar una idea similar, aunque nuestro desarrollo es diferente y nos permite
obtener resultados mas generales y la caracterizacion del corolario 2.8.
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Dado un cuerpo arquimediano F, como Q es denso en F, consideraremos que ¥ : FP — QP
esta definida como en 1. Definimos la funcién @ : F — QP de la siguiente manera ® := W o1,
En principio, ®@ es solamente una funcion entre conjuntos ordenados.

Por la proposicién 2.8 sabemos que W es un isomorfismo, y como i es inyectiva y
conserva el orden, tenemos que ® es inyectiva y conserva el orden. Realmente, podemos
llegar més lejos.

Teorema 2.2. Dado un cuerpo arquimediano F, la funcién @ es inyectiva y define en su
imagen de forma natural una estructura de cuerpo, de forma que, sobre la imagen, @ es un

isomorfismo de cuerpos ordenados.

Demostracion. Al ser inyectiva nos permite definir en ®(F) las operaciones suma y
producto de la siguiente forma: dados A, B € ®(F) definimos

A+ B :=®(D1(A) + D(B))
A*B :=®(®1(A) * ®(B)).

Es facil ver que se cumplen las propiedades asociativas, conmutativas y distributivas.
Veamos, por ejemplo, la propiedad asociativa respecto la suma.

(A+B) +C=0(D 1 (D(D(A) + D(B))) + 2(C))
= O(d(A) + D (B) + ©(C))
= O(0(A) + O H(D(D(B) + ©1(C))))
=A+ (B +C).

En cuanto a los elementos neutros, definimos el de la suma por ®(0) y el del producto por
®(1). Comprobemos que es correcto para la suma (para el producto es analogo).

A+ 0=0(D(A) + D (0)) = D(D1(A)) = A.
Para los elementos reciprocos, dado A € ®(F) definimos
—A = Q(-07(4)) y A :=0((D1(A)™).
Comprobemos para la suma que es correcto (para el producto es analogo).
A + (-A) = (D 1(A) + D (-A)) = D(D(A) — D (A)) = ©(0).
Asi, hemos dotado a ®(F) de una estructura de cuerpo. Por la propia definicién de las

operaciones se desprende que ® es un homomorfismo y, como es inyectivo y conserva el orden,
sobre la imagen es un isomorfismo de cuerpos ordenados.

Tal y como hemos definido las operaciones podemos pensar que las estructuras de
cuerpo definidas dependen del cuerpo F. Veamos que no es asi (usaremos un subindice
para remarcar que las funciones que estamos utilizando tienen como conjunto inicial a
un cuerpo determinado). En primer lugar, para todo cuerpo arquimediano Fy para todo
g € Q se tiene que ®r(q) = {r € Q: r < g}y, por tanto, ®r(q) no depende del cuerpo F. En

13

Sobre algunas caracterizaciones del cuerpo ordenado de los Numeros Reales



14

particular, los elementos neutros no dependen del cuerpo. Veamos que la suma y el
producto de cortaduras de Q no depende del cuerpo F. Antes, enunciemos un lema trivial
que necesitaremos para el producto.

Lema 2.1. Dados dos cuerpos arquimedianos F, y F., y dos elementos a, € F, y a. € F,
para todo q € Q son equivalentes:

) &i(a,) = Ds(az).

i) q <: a, st y solamente si q <. Q..

1i1) q >:a, st y solamente si q >. ..

v) —q <, —a, s y solamente si —q <, —Qo.
V) Oi(-a,) = Do(-a).

Proposicion 2.9. Dados dos cuerpos arquimedianos F; y F., y elementos a,, b, € F, y a.,
b, € F. tales que ®@:(a,) = P.(a.) y (b)) = D:(b.) entonces ®.(a, + b,) = Ds(a. + b.) y @:(a; »
bl) = @2((12 * bg).

Demostraciéon. Primero recordemos que, por hipotesis, para todo g racional se tiene que g
<; a, si y solamente si q <, a», y q <; b; si y solamente si <, b,. En particular, 0 <, a, si y
solamente si 0 < @..

Empecemos con la suma. Hay que demostrar que ®@,(a; + b,) = ®.(a. + b.). Sea q € ®,(a; +
b,), esto ocurre solamente cuando g <, a; +: b,. Entonces g — a, <, b.. Por la densidad de Q en
F,existeunr e Qtalque g — a: <, r <, b, seas :=q — r <; a:. Por lo que hemos comentado en
el parrafo anterior, tenemos que r <. b, y s <. a.. Por tanto, ¢ = r + s <> a. +» b.. Es decir, g €
®.(a, + b,). Simétricamente demostrariamos la inclusién contraria.

Respecto a la multiplicacion, podemos suponer que ninguno de los elementos es el cero, en
otro caso seria trivial. Sea g € ®,(a; * b,), esto ocurre solamente cuando g <, a; *, b,. Tratemos
primero el caso en que a, y b, son positivos, caso que demostramos de forma analoga a la suma.
Como q *; a;"* <, by, por la densidad de Q en F; existe r € Q tal que g *; a;*<; r <, b,.. Hacemos
s = q % 1< a, y, como antes, tendremos que q € ®.(a. * b,). Nos queda ver qué pasa en los
otros casos. Supongamos que a;< 0 y b, > 0. Por el lema sabemos que @, (-a,) = ®.(-a.) y
aplicando lo que acabamos de probar llegamos a ®,(—a, * b,) = ®.(—a, * b,), aplicando
nuevamente el lema obtenemos ®.(a; * b,) = ®.(a. * b.). Los otros casos se tratan
analogamente.

Podemos concluir los siguientes resultados.

Corolario 2.4. Dados dos cuerpos arquimedianos F, y F., si @, (F,)c @.(F.) entonces F;
es isomorfo a un subcuerpo de F-.

Demostraciéon. Con la proposicion anterior se comprueba que ®@,1(®,(F;)) es un subcuerpo
de F..

4 Aunque por el contexto no es necesario, en algunos pasos utilizamos subindices para remarcar que la
operacion o la comparacion es en el cuerpo correspondiente.
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Corolario 2.5. Dados dos cuerpos arquimedianos F; y F., si @,(F,) = @.(F.) entonces son
cuerpos ordenados isomorfos.

Respecto a los cuerpos que verifican el axioma del supremo, por la proposicion 2.6 se tiene
que ® es biyectiva, y teniendo en cuenta el teorema 2.2 podemos establecer el siguiente
corolario.

Corolario 2.6. Dado un cuerpo ordenado F son equivalentes.

1) F cumple el axioma del supremo.
i) F es arquimediano y la funcién @ es biyectiva.

i) F es arquimediano y la funcién @ induce de forma natural una estructura de cuerpo

en QP, de forma que @ es un isomorfismo de cuerpos ordenados.

Si ademas tenemos en cuenta el corolario 2.5 deducimos el siguiente corolario, uno de los
resultados importantes del trabajo.

Corolario 2.7. Los cuerpos ordenados que cumplen el axioma del supremo son
isomorfos.

Tengamos presente que este resultado no asegura que existan cuerpos que cumplan el
axioma del supremo, solamente hemos demostrado la unicidad.

Por otra parte, estamos en condiciones de justificar otra calificacion, original de Hilbert (5,
del cuerpo de los reales como cuerpo completo.

Corolario 2.8. Si existe un cuerpo que cumple el axioma del supremo, entonces es el
tnico arquimediano que contiene a todos los arquimedianos.

Demostracién. Sea F un cuerpo que cumple el axioma del supremo. Por el corolario 2.1, F
debe ser arquimediano. Ademas, por el corolario 2.6, ®(F) =QP, por lo que por el corolario 2.4,
todo cuerpo arquimediano es isomorfo a un subcuerpo de F. Para la unicidad, simplemente
dos cuerpos arquimedianos que contienen a todos los arquimedianos se contienen
mutuamente.

Terminamos la seccién con un resultado adicional. Recordemos que la funcién ® siempre
es inyectiva. Por lo que para que sea biyectiva solamente necesitamos comprobar que es
sobreyectiva. Pero @ asocia a cada x € F la cortadura de Dedekind en Q formada por los
racionales menores que x. Ahora bien, para las que no son gap tenemos un g € Q que las define,
su supremo. Por tanto, solamente necesitamos comprobar que para todo G gap de Q y su
correspondiente conjunto de cotas U(G) c Q existe x € F tal que G < x < U(G) (esto ultimo es,
en realidad, consecuencia de la densidad de Q en todo cuerpo arquimediano y se puede deducir
directamente sin necesidad de la funcién ®). Vamos a enunciar lo dicho.

Corolario 2.9. Dado un cuerpo ordenado F son equivalentes.

1) F cumple el axioma del supremo.

i) F es arquimediano y la funcion @ es sobreyectiva.
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iii) F es arquimediano y para todo G gap de Q y su correspondiente conjunto de cotas

U(G)c Q existe x € F tal que G < x < U(G).

3. El Principio de los intervalos encajados

En esta seccion vamos a ver la relacion del PIE con el Axioma del Supremo y con la CSC en
cuerpos ordenados arquimedianos y no arquimedianos. Para ello empezaremos analizando el
PIE, en especial su relacion con el PIE,.

3.1 Principio de los intervalos encajados.

Dado un conjunto totalmente ordenado, consideremos dos sucesiones {an}:’:1 y{b }:’:1 que
cumplan la siguiente condicién: a; < a,<...<a,<...< by<... < b, < b,. Estas sucesiones
determinan la sucesion de intervalos acotados, cerrados y encajados I, = [ax, by].

Cuando en un conjunto totalmente ordenado toda sucesiéon de intervalos acotados,
cerrados y encajados tiene interseccion no vacia, se dice que el conjunto cumple el Principio
de los Intervalos Encajados (PIE).

Como comentidbamos en la introduccion, para cuerpos arquimedianos vamos a probar una
condicion equivalente que denotamos PIE,: un conjunto totalmente ordenado cumple el PIE,
si para toda sucesion de intervalos cerrados y encajados cuyas longitudes tiene por infimo el 0
tiene entonces por intersecciéon un tinico elemento?s.

Antes de demostrar la equivalencia veamos otras formas de expresar el PIE y el PIE,. En
primer lugar, observemos que decir que un conjunto I no es vacio es equivalente a decir: si |I|
< 1 entonces ¢ |I|= 1. En segundo lugar, en el caso de una sucesion de intervalos cerrados y
encajados, siendo I la interseccion de todos ellos, la condicion |I| < 1 es equivalente a las
siguientes:

i) Para todos x, y € I se tiene que x = y.
ii) Para todos x, y tales que {a,} < x < y < {b»} se tiene que x = y.
iii) Para todos x, y tales que {a.} < x e y < {bx} se tiene que x > y.

Recapitulando, tenemos las siguientes versiones del PIE.

Lema 3.1. Las siguientes condiciones del PIE son equivalentes:

'S Para los subcuerpos de R se define la longitud de los intervalos como la diferencia entre sus extremos, esto es
Long ([a, b]) = b — a. Generalizamos la definicion para cuerpos ordenados cualesquiera. Observemos que la
longitud de un intervalo sera siempre mayor o igual que 0, por tanto, el infimo de una sucesion de longitudes de
intervalos, si existe, sera mayor o igual que 0.
16 Dadas dos proposiciones A y B podemos establecer las siguientes equivalencias:

"B=E("BA-A)V("BAA)=(BVA)— ("BAA).
Pero si ademas afiadimos la condicion de que A y B son incompatibles, esto es, A es equivalente a 7B A A,
deducimos que en el caso de incompatibilidad se tiene que

"B=(BVA)—-A.

Pues bien, consideremos que A: |/|= 1 y B: |I] = 0. Entonces tenemos que / # @ es equivalente a |/|< 1 — |I] = 1.
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) I+0
1) Si |I| < 1 entonces |I| =1
ii1) Si para todos x, y € F tales que {a,} < x ey < {bn} se tiene que x > y, entonces |I| = 1.

Respecto al PIE, solamente vamos a versionarlo ligeramente.
Lema 3.2. Las siguientes condiciones del PIE, son equivalentes:

1) Si inf (b, — a,) = 0 entonces |I| =1.
i) Si para todo € > 0 existe n(e) tal que b < ane+ €, entonces |I| = 1.

Relacionemos ahora la condicion iii del lema 3.1 con la ii del lema 3.2.
Lema 3.3. Respecto a los enunciados:

1. Para todos x, y € F tales que {an} < x ey < {bn} se tiene que x > y.

2. Para todo € > 0 existe n(e€) tal que bn) < Ane) + €.

Se tiene que 2 implica 1 y que en los cuerpos arquimedianos el reciproco es cierto.

Demostracién. Veamos la primera parte. Demostremos el contrarreciproco, supongamos
que no se cumple 1y tenemos y < x tales que {a,} < x e y < {bx}, entonces, tomamos € = (y —
x) /2y se tiene que {bn} > y = x + 2¢ > x + € > {a,}+ €. Esto contradice 2 ya que existe € > 0 tal
que para todo n se tiene que b, > a, + €.

Supongamos ahora que el cuerpo es arquimediano y se cumple 1. Dado € > 0, por la
caracterizacion vi de la proposicidon 2.5 de cuerpo arquimediano y usandola también para
sucesiones decrecientes, elegimos m(e) que cumpla la caracterizacién en ambas sucesiones
para €/2 (el maximo de los dos ya que si la condicion se cumple para un elemento de la sucesion
entonces también se cumple para los siguientes). Tomando x = ame) + €/2 € Y = b — €/2 se
obtiene que, por hipotesis, x > y, es decir ame) + €/2 = bme) — €/2.

De los tres lemas se deduce el siguiente corolario.
Corolario 3.1. Dado un cuerpo ordenado F se tiene que:

1. Si F cumple el PIE entonces cumple el PIE,.
2. Si F es arquimediano entonces cumple el PIE si y solamente si cumple el PIE,.

Demostracion. Dadas las proposiciones légicas B, C y D, si se tiene que B — C entonces se
tiene que (C — D) — (B — D). Pues para nosotros B es el enunciado 2 del lema 3.3, Ces el 1
del mismo lema y D es |I| = 1. Asi, PIE es C —» Dy PIE, es B — D.
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Terminamos el apartado recordando que un objetivo de este trabajo es deducir que el tinico
cuerpo arquimediano que cumple el PIE es el cuerpo de los niimeros reales. Pero que también
veremos que hay cuerpos que cumplen el PIE, y no cumplen el PIE. Por ultimo,
mencionaremos ejemplos de cuerpos no arquimedianos que cumplen el PIE.

3.2 El Principio de los intervalos encajados y el axioma del supremo

En este apartado veremos la equivalencia, en cuerpos arquimedianos, entre el principio de
los intervalos encajados y el axioma del supremo. Para ello, utilizaremos la siguiente notacién
para un cuerpo ordenado F dado:

e Denotamos por X(F), o simplemente X, a la familia de todos los subconjuntos

no vacios y acotados superiormente de F.

e Denotamos por J(F), o simplemente J, al conjunto de las sucesiones de
intervalos acotados, cerrados y encajados de F para las que el infimo de las longitudes

es 0.

e Dado X € X, sea 7(X) el subconjunto de 7 de las sucesiones {I, = [ax, b.]} que
cumplan que {a,} c L(U(X)) y {bn} € U(X). En principio, 7(X) puede ser vacio.

e Dado{l.} en 7, sea X({I.}) c X la familia de todos los conjuntos X tal que para
todo n se tiene a, € L(U(X)) y b, € L(U(X)). Evidentemente X ({I,}) nunca es vacio ya

que el conjunto X = {a,} cumple la condicion.

e Dado X, c X, definimos 7(X,) = | I(X;)).

X]'Exo
e DadaJ, c 7, definimos X (7o) = U{In}eg0 XHELD).

Veamos unos resultados inmediatos, entre ellos, otras caracterizaciones de los cuerpos
arquimedianos.

Proposicién 3.1. Un cuerpo ordenado es arquimediano si y solamente si para todo X €
X se tiene que J(X) es distinto del vacio.

Demostraciéon. Supongamos que sea arquimediano. Dado X € X tomemos a € Xy b € U(X)
con la precaucion de que a # b. Definimos I, = [ao, bo] := [a, b], y denotamos los puntos
medios por p, = (bn-1 — @n-1)/2. Ahora definimos una sucesion de intervalos de forma recursiva
de la siguiente manera: si p, € U(X) definimos I,,= [an, b.] := [ an-1, pn], €n otro caso I, = [an,
bn] := [pn, bn-1]. Asi, para todo n se tiene que b, € U(X), a, € L(UX)) y b, — a» = (b — a)/2",
que por arquimedianidad (condicion v de la proposiciéon 2.4) implica que las longitudes
tienden a cero.

Por otra parte, si F no es arquimediano tenemos que Z esta acotado. Pero 7(Z) es vacio. En
efecto, basta tomar € = 1/2 para comprobar que no puede haber un intervalo I = [a, b] de
longitud menor que € con a € L(U(Z)) y b € U(Z).
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Lema 3.4. Para todo {I,} € J se tiene que {I,,} € 3(X({I.})), y el cuerpo es arquimediano
si y solamente si para a todo X € X se tiene que X € X(I({X})).

Corolario 3.2. Los cuerpos ordenados cumplen que 3(X) = 3, y son arquimedianos st y
solamente si X(I) = X.

Para llegar al resultado central del apartado usaremos la siguiente equivalencia.
Proposicion 3.2. Sea {I,} € J con I,= [an, b.], entonces son equivalentes:
D{a}=N1,.

i) a = sup{an}.
1) a = inf{b.}.
iv) Para todo X € X({I.}) se tiene que a = sup X.

Demostraciéon. Mostremos que i implica ii. Como las longitudes de los intervalos tienden a
cero, se tiene que para todo € > 0 existe n(e) tal que by < ane + €. Por tanto, {a,} < a < by <
ane + € y podemos aplicar la proposicion 2.3. Que ii implica i se debe a que a es cota de {a,} y
es la menor.

Anilogamente, iii también es equivalente.

Veamos que ii y iii implican iv. Como {a,} c L(U(X)) se da que L(U({a»})) c L(U(X)), y por
ii se tiene que a € L(U({a.})). Asi que, a € L(U(X)). Anadlogamente, por iii se llega a que a €
U(X), y por la proposicion 2.2 se tiene que a = sup X. Reciprocamente, si se da iv, como {a.}
€ X({I..}), se daii.

Por la proposicion 3.2 y el Gltimo corolario enunciamos el siguiente corolario.

Corolario 3.3. Si F es un cuerpo arquimediano, son equivalentes:

1) F cumple el PIE,. Esto es, para todo {I,.} € J existe a tal que {a}=N I,,.

i1) Para todo {I,} € 7 existe a tal que para todo X € X ({I.}) se tiene que a= sup X.

ii1) Para todo X € X existe sup X.

Por el corolario 2.1 un cuerpo que cumple el axioma del supremo es arquimediano.
Podemos asi dar el siguiente resultado con el que concluimos este apartado.

Corolario 3.4. Un cuerpo ordenado F cumple el axioma del supremo si y solamente si es
arquimediano y cumple el PIE,.
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3.3 El Principio de los intervalos encajados y la convergencia de las
sucesiones de Cauchy

En los cuerpos ordenados las sucesiones de Cauchy se definen de la forma usual teniendo
en cuenta que el valor absoluto de un elemento es el maximo entre él y su opuesto (notemos
que no tiene por qué tomar valores en R)"7. Con dicho valor absoluto se puede definir también
la convergencia de una sucesion.

En este apartado vamos a trabajar con los cuerpos que poseen sucesiones decrecientes
de elementos positivos que convergen al cero, se dice entonces que satisfacen el axioma de
contabilidad, (ver pagina 234 de Mendelson (). En Aguil6 (*7) se muestra que un cuerpo
ordenado es metrizable si y solamente si existe una sucesidon que converge a cero y cuyos
términos son distintos de cero. Pero esto es equivalente a decir que cumplen el axioma de
contabilidad, basta tomar el valor absoluto y coger una subsucesion decreciente. Por ello,
nos referiremos a estos cuerpos como cuerpos ordenados metrizables, aunque, en
realidad, no vamos a utilizar ninguna propiedad del hecho de ser metrizables, solamente
nos interesa que satisfacen el axioma de contabilidad. Ejemplos de cuerpos ordenados
metrizables son los cuerpos de las funciones racionales en Q o en R ya que la sucesion de
polinomios {X"}, ¢y no est4 acotada, y por tanto la inversa converge a cero. En Aguilé (7
también se expone el ejemplo de un cuerpo ordenado que no es metrizable (Mendelson (%)
cita ejemplos de Sikorski @8 Hauschild 9).

En este apartado vamos a demostrar la equivalencia, en los cuerpos ordenados metrizables,
entre el PIE, y la CSC. En cuanto a los cuerpos ordenados no metrizables, decir que en ellos
toda sucesion de Cauchy solamente tiene un ntimero finito de términos distintos y seran, por
tanto, convergentes'®. Por otra parte, en estos cuerpos no existen sucesiones de intervalos
cuyas longitudes tiendan a cero, ya que, en ese caso, la sucesion formada por las longitudes de
los intervalos verificaria la condicion del axioma de contabilidad. Podemos entonces
considerar que estos cuerpos verifican tanto el PIE, como la CSC.

Vamos a utilizar una técnica similar a la del apartado anterior. De hecho, utilizaremos 7(F)
y afiadimos las siguientes notaciones. Dado un cuerpo ordenado F:

e Denotamos por C(F), o simplemente C, al conjunto de las sucesiones de Cauchy
en F.
e Dado {I.} € 7, sea C({I.}) el subconjunto de C de las sucesiones de Cauchy con

Xn € I. C({I}) nunca es vacio ya que, de hecho, toda sucesion con x; € I, es de Cauchy.
e Dado {x,} € C sea 7({x»n}) el subconjunto de 7 de las sucesiones {I.} con x, € I,.

En principio, 7({x.}) puede ser vacio.

e Dado 7, c 7 definimos C(7,) = U{I - cHIL,}).

7 Para una comprobacion de las propiedades del valor absoluto ver, por ejemplo, el ya citado Waerden .

'8 En realidad, no es dificil comprobar que un cuerpo ordenado es metrizable si y solamente si existen
sucesiones de Cauchy que no se hagan constantes: Si es metrizable, existe una sucesion de elementos positivos
que tiende a cero, pero entonces es una sucesion Cauchy que nunca se hace constante; reciprocamente, si existe
sucesion de Cauchy {x,} que no se hace nunca constante, se comprueba que la sucesion X,+1— X, converge a
cero, y se podria extraer una subsucesion con términos distintos de cero.

19 En efecto, para todo € > 0 existe n(¢) € N tal que para todo 1 > n(e) se tiene que b, — a, < €, y por estar
encajados, para todos p > g > n(c) se tiene que |xp — xq| < bg — aq < €.
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e Dado G, c € definimos 7(C,) = |J . I({x,.}).

Proposicion 3.3. Un cuerpo ordenado es metrizables si y solamente si para todo {x.} €
C se tiene que J({xn}) es distinto del vacio.

Demostracién. Como la sucesion es de Cauchy entonces esta acotada. Esto es, existen Ay
B tales que para todo n € N se tiene que A < x; < B. Ahora, para cada m € N denotamos por ny,
a un indice que cumpla que para todos p > g > n,, se tiene que |x, — Xq| < am, donde {an.} es
una sucesion decreciente de elementos positivos y que tiene por infimo el cero (que existe por
la hipétesis de ser un cuerpo metrizable). Podemos suponer que n; < n, < +- < np < -+

Definimos la siguiente sucesion de intervalos:
Parancon1<n<n, seal,=[A, B].
Paranconnm<n<nmym>1,seal, =[x, - am, Xy + anml.

Observemos que, para todos p, g con p > g se tiene que x;, € I,. Es decir, para todo n se
cumple que N}, I; contiene a todo x, con p > n, y, por tanto, no es vacio. Adema4s, el infimo de
sus longitudes es cero.

Ahora formamos la sucesion de intervalos J, = N}, I;. Obviamente son encajados y, como
hemos dicho, J, contiene a todo x, con p > n. Ademas, la longitud de J, es menor o igual que
lalongitud de I, lo que implica que el infimo de sus longitudes también es cero. En conclusion,
I({x»}) no es vacio.

En cuanto al reciproco, ya hemos comentado, para cuerpos no metrizables 7({x,}) siempre
es vacio.

De las definiciones y de la proposicion se siguen los siguientes enunciados.

Lema 3.5. Para todo {I,.} € J se tiene que {I.} € I(C({I.})), y el cuerpo es metrizable si y
solamente si para todo {x,} € C se tiene que {x.} € C(I({xx})).

Corolario 3.5. En los cuerpos ordenados se cumple que J(C) = 7 y son metrizables si y
solamente si C(7) = C.

En el siguiente teorema, uno de los puntos importantes del trabajo, utilizaremos que C(7)
= C y asi demostraremos la CSC para las sucesiones de C(7). Como en otros resultados de
este trabajo, el enunciado es en si una demostracion. Solamente hay que tener en cuenta
cuestiones como que 'a < € para todo € > 0' es equivalente a 'a < e paratodo € > 0'ya'a <
€/2 para todo € > 0'; 0 que 'a < b' es equivalente a 'a < b + € para todo € > 0'. No obstante,
daremos una aclaracion mas en una nota al pie. Para seguir los enunciados nos podemos
apoyar en la figura 3.

Teorema 3.1. En un cuerpo ordenado metrizable F son equivalentes:

1) F cumple el PIE,.
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i1) Para toda sucesion {I,} € J se tiene que Ny, I, = {x,}, donde el elemento?° x, € F

depende de {I,,}.

ii1) Para toda sucesion {I,, = [an, bn]} € 7 existe un tinico x, € F tal que para todo p € N se

tiene que |ap — xo| < Long(I,) y |by — xo| < Long(lp).

iv) Para toda sucesion {I,} € J existe un tinico x, € F tal que para toda sucesion {x,} €

C({I.}) y para todo p € N se tiene que |x, — Xo| < Long(I,,).

v) Para toda sucesion {I,} € J existe un tinico x, € F tal que para toda sucesion {x,} € C(I»),

para todo € > 0 y para todo p € N se tiene que |x, — Xo| < € + Long(Ip)".

vi) Para toda sucesion {I,} € J existe un unico x, € F tal que para toda sucesion {x.} €

C({I+}) y para todo € > 0 existe n(e¢) tal que para todo p = n(e) se tiene que |x, — Xo| < €.

vii) Para toda sucesion {I,} € J, se tiene que para toda sucesion {x.} € C({I,.}) converge

linicamente a un Xo.

viit) Toda sucesion {x,} € C converge a un tinico punto.

ix) F cumple la CSC.
Long(1,)
T Tp T T2 B
%FE - - .
aq as ap by by by

Figura 3. Representacion de una sucesion de intervalos {I.} € 7, y de una sucesion {x»} € C({In}).

Hemos comentado que los cuerpos ordenados no metrizables cumplen tanto el PIE, como
la CSC. Por tanto, obtenemos el siguiente resultado general.

Corolario 3.6. Un cuerpo ordenado cumple el PIE, si y solamente si cumple la CSC.
Teniendo en cuenta el corolario 3.1 se sigue el siguiente corolario.

Corolario 3.7. Un cuerpo arquimediano cumple el PIE si y solamente si cumple la CSC.

20 Tenemos la ambigiiedad de que {xo} puede denotar tanto el conjunto cuyo tnico elemento es xo, como la
sucesion constante x, = xo. No obstante, el contexto aclara a qué nos referimos.

21 Para la siguiente equivalencia usamos en un sentido que inf{Long(Z,)} = 0, y en el otro que x,— xg| < |x,—
Xn)| T Pone) — Xo| y que si p < n(€) entonces |x, — Xu(e) | < Long(Zp).
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4. El completado por sucesiones de Cauchy

La construccion de R mediante las sucesiones de Cauchy en Q permite mostrar que R
cumple la CSC. Este proceso se puede generalizar a cualquier cuerpo ordenado, dando lugar a
los denominados completados por sucesiones. Los completados son cuerpos ordenados que
cumplen la CSCy que, como esbozaremos, son una extension de los cuerpos generadores=22.

Dado un cuerpo ordenado F denotamos por FC su completado por sucesiones. FC se
construye como las clases de equivalencia de C(F) con la relacion:

{gn} R{rn} si Ve > 0 In(e) tal que Vn > n(e) se tiene que |gn— | < €.

Dada la clase a € €, sus representantes son sucesiones en F. Para un x € F la sucesion de
Cauchy constante {x} pertenece a una clase, a la clase [{x}]. Se demuestra que esto define un
isomorfismo de cuerpos ordenados de F en su imagen, que sera un subcuerpo de €. Es decir,
podemos considerar que F < € y denotar a [{x}] simplemente con x cuidando las
ambigiiedades. Entonces, si una sucesion {x,} de F converge a x € F tendremos que {x,}, al
estar relacionado con la sucesion constante {x}, es un representante de x € FC. Pero se
demuestra que los representantes, como sucesion en €, convergen al nimero que representan.
Por tanto, si {x.} € F converge a x € F entonces, como elementos de €, la sucesion {x,} también
converge a x. En particular, si una sucesion converge a 0 en F, entonces converge a 0 en . Esto
nos permite enunciar los siguientes corolarios.

Corolario 4.1. F es arquimediano si y solamente si FCes arquimediano.
Corolario 4.2. F es metrizable si y solamente si FCes metrizable.

En realidad, de estos dos corolarios solamente utilizaremos el primero.

4.1 El cuerpo ordenado de los nameros reales

Definimos el cuerpo de los niimeros reales como el completado por sucesiones del cuerpo
de los ntimeros racionales, es decir, R = QC.

Veamos que se cumplen las caracterizaciones comentadas en la introduccion. Por los
corolarios 2.7, 3.1, 3.4 y 3.7 solamente nos quedaba demostrar la existencia, que se verifica con
R ya que por su definicién cumple la CSC y por el corolario 4.1 es arquimediano.

A estas caracterizaciones podemos anadir otras relevantes que hemos ido viendo a lo largo
del trabajo.

Corolario 4.3. Dado un cuerpo ordenado F, son equivalentes:

1) F es isomorfo a R

22 Para una descripcion detallada de este proceso se puede consultar el apartado 11.2 de Waerdem @ o el
apartado 5.6 de Mendelson (19 (esta ultima evita el uso del concepto de ideal). Comenta Harrison U3 (ver pagina
19) que el proceso de completado se puede extender a espacios uniformes, pero el estudio de tales espacios no
es de interés en este trabajo.
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i1) F cumple el axioma del supremo (F es Dedekind-completo).
ii1) En F todo conjunto acotado inferiormente tiene infimo.
iv) En F no hay gaps.

v) En F toda cortadura de Dedekind tiene supremo, o lo que es lo mismo, es de la forma {x

€ F:x<a}paraciertoa € F.

vi) F es arquimediano y para todo G gap de Q y su correspondiente conjunto de cotas
U(G)c Q existe x € F tal que G < x < U(G).

vii) En F toda sucesién monétona y acotada es convergente.

viit) F es arquimediano y cumple la CSC (F es Cauchy-completo).

ix) F es arquimediano y cumple el PIE,.

x) F es arquimediano y cumple el PIE.

xi) F es arquimediano y contiene a todos los arquimedianos (F es maximal arquimediano).

La mayoria de estas caracterizaciones se pueden encontrar en la pagina 26 de Artmann «@
y la pagina 95 de Cohen et al. =0,

Mencionar la distincion que hacemos entre el PIE y el PIE, y la caracterizacion vi que
reduce las dos anteriores a los gaps de Q.

4.2 El completado por sucesiones del cuerpo de las funciones racionales

Como hemos visto, en cuerpos arquimedianos el PIE es equivalente al PIE,, pero es que iel
unico arquimediano que lo cumple es R!. Cobra asi mayor interés saber que sucede en los
cuerpos no arquimedianos. Es decir, nos preguntamos si en los cuerpos ordenados no
arquimedianos el PIE no es equivalente al PIE,. Para ello, basta encontrar cuerpos ordenados
que cumplan el PIE, (o equivalentemente la CSC) y no cumplan el PIE. Un conocido ejemplo
es el cuerpo de las series de Laurent formales (ver Mendelson (© pagina 219), que
abreviadamente denotaremos por SLf. No obstante, aprovechando el concepto de completado
por sucesiones vamos a mostrar otro ejemplo.

Buscamos un cuerpo ordenado, no arquimediano, que cumpla la CSC y no cumpla el PIE.
Como R si cumple la CSC, es natural empezar probando con el cuerpo de las funciones
racionales en R, R(X), que sabemos que no es arquimediano. Se puede comprobar que la
sucesion de intervalos de término general I, = [n, %] certifica que R(X) no cumple el PIE.
Desafortunadamente, este cuerpo tampoco cumple la CSC. Para verlo basta considerar la
sucesion de funciones racionales:
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1+=+

1,1+§, xtx- -

y comprobar que la sucesion es de Cauchy y no convergente2s. Ahora bien, construyendo el
completado por sucesiones del cuerpo de las funciones racionales obtendremos un cuerpo que
cumple el CSC (y por tanto cumple PIE,). Veamos que, sin embargo, este cuerpo no cumple el
PIE. De hecho, nos sirve la sucesion de intervalos que acabamos de comentar para el caso
R(X).

Proposicion 4.1. El completado por sucesiones del cuerpo de las funciones racionales
sobre R no cumple el PIE.

Demostracién. Nuestro contraejemplo es la sucesion de intervalos I, = [m, %] Veamos que
la interseccion es vacia.

Sea a € R(X )€y sea {fn} € C(R(X)) un representante de a. Por el algoritmo de Euclides, las
funciones racionales f, se pueden expresar de forma tinica como f;, = q» + ;—", donde gn, rn, gn €

R[X], el grado de r, es menor que el de g, y el coeficiente del término de mayor grado g» es 1
(ver pagina 143 de Lang ). Por ser una sucesion de Cauchy, se tiene que existe cierto n, tal

1
< 4 Por tanto, g» debe permanecer constante

que para todos n,, n. > no se cumple que lfnl— fn2
para todo n > n,, denotemos por g, a este polinomio. Podemos diferenciar los siguientes casos:

® (o= 0, en este caso f, & I, para todo n > no.
e Grado de g, mayor o igual que 2. De nuevo f, & I, para todo n > no.

e Grado de g, igual a 1. Sea a; # 0 el término de X. Tenemos dos casos:

- @ <0, entonces f, & I, para todo n > no.
- a; > 0, entonces existe M € N tal que M ~* < a, y por tanto f, € Iy para

todo n > no.
e Grado de go igual a 0. Sea a, # 0 el término del monomio de grado o.
Volvemos a tener dos posibilidades:

- o < 0, entonces f, € I, para todo n > no.
- ao > 0, entonces existe M € N tal que a, < My por tanto f, ¢ Iy para todo

n > no.

Como vemos, en todos los casos existen M, n, € N tales que para todo n > n, se tiene que f;
¢ [M, %] De lo que se sigue que a no pertenece a todos los intervalos. Es decir, la interseccion
es vacia.

23 Similarmente podemos definir una sucesion de intervalos encajados cuyas longitudes tienden a cero y no
cumple el PIEo:
[1,1+2/X], [1+ /X, 1+ /X +2/X?, [1+1U/X+1/X?, 1 + /X + 1/X>+2/X%], .. .
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Resumiendo, el completado por sucesiones del cuerpo R(X) es un ejemplo de un cuerpo
ordenado metrizable en el que toda sucesion de Cauchy es convergente (y, por tanto, cumple
el PIE,) y, sin embargo, no cumple el PIE.

5. Conclusiones y complementos

A lo largo del trabajo hemos demostrado las implicaciones que adelantdbamos en la
introduccién y que representdbamos en un diagrama de Venn. Un objetivo era mostrar que R
es el anico cuerpo ordenado, salvo isomorfismos, que cumple el axioma del supremo. También
hemos visto que los cuerpos arquimedianos son subcuerpos de R. Reciprocamente, los
subcuerpos de R, como en ellos Z no esta acotado, son arquimedianos.

En cuanto a los cuerpos no arquimedianos, hemos comentado que ni Q(X) ni R(X) cumplen
la CSC. Por supuesto, sus completados por sucesiones si cuamplen la CSC, al igual que las SLf.
Sin embargo, ninguno de estos cumple el PIE.

Podemos volver a mostrar el diagrama de la introducciéon completandolo con ejemplos.
Para ello, nos falta mencionar ejemplos de cuerpos ordenados que cumplan el PIE y no sean
arquimedianos. Por un lado, tenemos que Mendelson @9 cita un ejemplo de Borovskii 22, Por
otro lado, Shelah (23): aplicando la teoria de modelos, ha demostrado que todo cuerpo ordenado
se puede extender a uno que cumpla el PIE, lo que implica que hay cuerpos no arquimedianos
que cumplen el PIE. Mostramos el referido diagrama en la figura 4.

ARQUIMEDIANOS
(subcuerpos de R)

CSC_PIE,
(R(X), SLE...)

Ax. Supremo
(IR)

Figura 4. Relaciones en los cuerpos ordenados entre el PIE, la CSC, la propiedad arquimediana y el axioma del
supremo, incluyendo ejemplos.

Propiedad de la interseccion finita Para terminar, vamos a comentar las relaciones de
la propiedad de la interseccion finita con el PIE y el axioma del supremo.

Una coleccion de conjuntos S se dice que tiene la propiedad de la interseccion finita si cada
subcoleccion finita y no vacia de S tiene interseccion no vacia. Por ejemplo, toda sucesion de
intervalos encajados posee dicha propiedad. Se demuestra (ver paginas 106 y 113 de Hrbacek
et al. ©) que en conjuntos completamente ordenados y densos el axioma del supremo es
equivalente a que toda coleccion de intervalos cerrados y acotados con la propiedad de la
interseccion finita tiene una intersecciéon no vacia (también lo podemos demostrar siguiendo
la técnica empleada en los apartados 3.2y 3.3).

Revista de Ciencias. Volumen 28 N. 1




Ademas, no es dificil ver que el PIE se cumple si y solamente si toda sucesion de intervalos
cerrados y acotados con la propiedad de la interseccién finita tiene interseccion no vacia.
Veamoslo, de una sucesion de intervalos cerrados y acotados {I,} se pueden construir la
sucesion de intervalos cerrados, acotados y encajados J, = N}k—; I,,,- Observemos que N}—;J;,
= Jn= Nk= I, por lo que si la sucesion {J,} tiene intersecciéon no vacia, tampoco sera vacia la
interseccion de los {I,.}. En cuanto al reciproco, ya hemos comentado que las sucesiones de
intervalos cerrados y encajados tienen la propiedad de la interseccion finita.

Por otra parte, sabemos que el axioma del supremo no es equivalente al PIE, es decir, la
diferencia entre coleccion y sucesion de intervalos se hace vital. Asi, los cuerpos que cumplen
el PIE y no son arquimedianos, con lo cual no cumplen el axioma del supremo, cumplen que
toda sucesion de intervalos cerrados y acotados con la propiedad de la interseccion finita tiene
interseccion no vacia, y, a su vez, deben tener alguna coleccién no numerable de intervalos
cerrados y acotados con la propiedad de la interseccion finita cuya interseccion sea vacia.
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