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Resumen

En este documento se presenta un estudio de la construccion de los
codigos introducidos por Goppa y de los aspectos fundamentales de la teoria de
cuerpos de funciones algebraicas que requiere tal construccion.
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The Riemann-Roch Theorem and Algebro-Geometric
codes

Abstract

This paper presents a study of the construction of the codes introduced by Goppa
and the fundamental aspects of the theory of fields of algebraic functions that
such construction requires.

Keywords: Riemann-Roch Theorem

1. Introduccién

Una de las areas de aplicacion del algebra es la teoria de cédigos
cuyos inicios datan del afio 1948 a raiz del articulo clasico de Shannon,
A Mathematical Theory of Communication . Esta teoria se ocupa de la
confiabilidad de la informacién a través de canales ruidosos y su
principal objeto de estudio lo constituyen los c6digos correctores de
errores, cuyo proposito es agregar suficiente redundacia a un mensaje
que se enviara por medio de un canal de tal forma que si no han ocurrido
demasiados errores el receptor pueda recuperar el mensaje original. Es
importante resaltar que estos son de gran utilidad en diversas
aplicaciones, por ejemplo, a finales de los 60’s y principio de los 70’s la
nave espacial de la NASA Mariner 9 tomo las primeras fotos a blanco y
negro de Marte y las transmitié a través del espacio hasta la tierra
usando un co6digo conocido como Reed—Muller.

En el contexto de los codigos correctores de errores se destacan los
codigos lineales, los cuales tienen estructura de espacio vectorial. Esta
clase de cédigos tiene asociado tres parametros llamados; la longitud,
la dimensidn y la distancia minima. Un problema central de esta teoria
es construir codigos tales que la longitud no sea muy grande para que
la transmision de la informacion sea rapiday, que a su vez, la dimension
y la distancia minima sean grandes en comparaciéon con la longitud,
pues de este modo se pueden transmitir una gran variedad de mensajes
y se pueden corregir muchos errores.
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Dentro de las construcciones de cédigos lineales, vale la pena resaltar la presentada
por Goppa en 1981, pues construy6 codigos lineales a partir de un cuerpo de funciones
algebraicas y mostro que los parametros de estos dependen de las propiedades algebraicas
que tenga el cuerpo de funciones subyacente. Por esta razon se pretende que el lector
comprenda el Teorema de Riemann-Roch y sus implicaciones en los parametros de estos
ultimos coédigos, pues, un interés es la busqueda de cotas para la distancia minima de
ellos, diferentes a la proporcionada por la cota de singleton. Adicionalmente se exhibe la
construccion de los codigos algebro-geométricos de Goppa como una generalizacion del
codigo de Reed-Solomon.

2. Cuerpos de Funciones Algebraicas

Un cuerpo de funciones algebraicas F /K de una variable sobre K es una extensiéon de
cuerpos F 2 K tal que F es una extension algebraica de grado finito del cuerpo de
funciones racionales K(x) para algin x € F trascendente sobre K. Por brevedad nos
referiremos a F /K como un cuerpo de funciones.

El conjunto K :={z € F:zes algebraico sobre K} es un subcuerpo de F cuyos
elementos se les denomina constantes. Este cuerpo es llamado el cuerpo de constantes
de F/K y es claro que satisface las inclusiones K € K & F. Ademaés se dice que K es el
cuerpo completo de constantes de F si K = K.

Observemos que F/K es un cuerpo de funciones sobre K puesto que todo x € F que
sea trascendente sobre K, lo es sobre K, y como F es una extension algebraica de grado
finito sobre K (x), también es algebraica de grado finito sobre K (x).

Ejemplo 2.1 El ejemplo mas simple de un cuerpo de funciones algebraicas sobre un
cuerpo K, es el cuerpo de funciones racionales; F/K es llamado racional si F = K(x)
para algun x € F trascendente sobre K.

Por el Teorema de Schmidt, toda extension finitamente generada F de un cuerpo
perfecto K es separablemente generada (es decir, existe una base de trascendencia
separable)), es por esto que un cuerpo de funciones F /K puede representarse como una
extension algebraica simple de un cuerpo de funciones racionales K(x); es decir, F =
K (x,y) donde ¢(y) = 0 para algiin polinomio irreducible ¢ con coeficientes en K (x).

Ejemplo 2.2. Sea R(x) el cuerpo de funciones racionales sobre los niimeros reales.
El polinomio f(T) =T? + x* + 1 € R (x) (T) es irreducible sobre R (x). Si F = R (x,y)
donde y?+x*+1=0, entonces [F:R (x)] =2, luego F es un cuerpo de funciones
sobre R.

Definiciéon 2.1 Un anillo de valuacion de un cuerpo de funciones F /K es un anillo
O C F con las siguientes propiedades:

1. K&SO&F.
2. Paratodo z € F,se cumplequez € O 0o z™1 € 0.
Los anillos de valuacién satisfacen lo siguiente:

Proposicion 2.1 Sea O un anillo de valuacién de F /K. Entonces

! Una prueba se ilustra en la pagina 2 de la referencia [6].
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1. 0 es un anillo local, es decir, O tiene un tinico ideal maximal a saber, P = 0 — 0,
donde O ={z € F : existe w € O con wz = zw =1} es el grupo de unidades de 0.

2. Sea0 # x € F.Entonces x € Psiysolosix™! ¢ 0.

3. El cuerpo de constantes K de F /K satisface que K € 0y K n P = {0}.

De igual modo, el ideal maximal P de un anillo de valuacién O cumple:

Proposicion 2.2.2 Sea O un anillo de valuacién de F /K y P su tnico ideal maximal.
Entonces

1. P esunideal principal.

2. SiP = t0, entonces cada 0 + z € F tiene una representacioén tinica de la forma z =
t"u paraalginn € Zyu € 0",

3. 0O es un dominio de ideales principales. Mas precisamente, si P =tO e I # {0} es
un ideal de O, entonces I = t"0 para algiin n € N.

Al tinico ideal maximal P de un anillo de valuacién se le llama lugar y atodo
elemento t € P tal que P = tO se le denomina elemento primo de P. Denotaremos por
Pr :={P: P esun lugar de F/K}.

Observacion 2.1. De acuerdo al item 2. de la Proposicién 2.1, se deduce que si O es un
anillo de valuacion de F /K y P es su ideal maximal, entonces O es determinado tinicamente
por P, a saber, 0 = {z € F:z71 & P}. Arazdn de esto, Op : = O es llamado el anillo de
valuacion del lugar P.

Una descripcion ttil de los lugares se da en términos de valuaciones.

Definicion 2.2. Una valuacion discreta de F /K es una funcién v: F — Z U {0} con las
siguientes propiedades:

1. v(x) = oo siy solo si x = 0.

2. v(xy) = v(x) + v(y) para todo x,y € F.

3. v(x +y) = min{v(x),v(y)} para todo x,y € F.
4. Existe z € F para el cual v(z) = 1.

5. v(a) = 0 paratodo 0 # a € K.

En este contexto el simbolo o es usado para identificar un elemento no entero tal que
0+ w=0,0+n=n+0=0c y w>m, para todo m,n € Z. La propiedad (3) es
conocida como desigualdad triangular. Es facil verificar que la funcion v es sobreyectiva.
En efecto, por la propiedad (4) de la definicién anterior podemos elegir z € F tal que
v(z) = 1. Entonces paratodon € Z,n =n-1 =n- v(z) = v(z"), por la propiedad 2. en la
Definicién 2.2.

A un lugar P € P le asociamos una funcion vp: F - Z U {0} (que resultara ser una
valuacion discreta de F/K) como sigue: sea t un elemento primo de P. Entonces cada
elemento no nulo z € F tiene una representacion tnica de la forma z = t"u para algin
n € Zyu € 0*. Definimos vp(2) : =ny vp(0) : = 0. Esta definicion depende solo de P y
no de la eleccién de t. En efecto, consideremos t’ otro elemento primo de P. Entonces P =

2 Consultar la pagina 3 de la referencia [6].
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tO = t'0, asi t = t'w para algin w € 0. Si w ¢ O*, entonces w = tw,; con w; € 0 y por
consiguiente t = t'tw,, es decir, t'w; = 1, una contradicciéon porque t’ € P. Por lo tanto
z =t"u = (t""w")u = t"™(w™u) con w"u € 0. El resultado que sigue establece que v, es
una valuacion discreta de F /K.

Proposicion 2.3 3. Sea F /K un cuerpo de funciones.

1. Para un lugar P € Py, la funcion vp definida anteriormente es una
valuacion discreta de F /K. Mas atin, si

A={z€F:vp(z) =0},
B ={z € F:vp(z) > 0},
C={z€F:vp(z) =0},
entonces Op = A, P =By 0" = C.
2, x € P es un elemento primo de P si y solo si vp(x) = 1.
3. Si v es una valuacioéon discreta de F /K, entonces el conjunto
P:={z€eF:v(z) > 0}
esunlugardeF /K,y Op = {z € F:v(z) = 0} es el correspondiente anillo de valuacién.
4. Cualquier anillo de valuacién de F /K es un subanillo propio maximal de F.

Sean P un lugar de F /K y Op su anillo de valuacion. El anillo O, /P es un cuerpo el cual
se denotara por Fp : = Op /P y lo llamaremos el cuerpo de clases residuales de P. Para x €
Op definimos x(P) como la clase residual de x médulo P,y si x € F — Op entonces x™ ! €
P, luego x~1(P) = 0, por lo que definimos x(P) : = co. En este sentido el simbolo o tiene
una interpretacion diferente a la dada anteriormente. De la Proposicion 2.1 deducimos
que K € 0p y K N P = {0}, de modo que podemos pensar en K como un subcuerpo de Fp
mediante la inmersion K < Fp inducida al restringir el homomorfismo canoénico 7: 0p —
Op/P sobre K, ademas obsérvese que el anterior argumento también se aplica a K en lugar
de K, asi en definitiva consideramos a K y K como subcuerpos de Fp. La aplicacién

donde x(P) € Fpsix € Op yx(P): = six € F — Op, es llamada la aplicacion de clases
residuales con respecto a P. En ocasiones se escribe x + P : = x(P) para x € Op. Ahora en
virtud de que K € K € Fp siendo P un lugar, definimos degP : = [Fp: K] como el grado de
P. Un lugar de grado uno se llama lugar racional de F /K. El grado de un lugar es siempre
finito, mas concretamente se tiene lo siguiente:

3 Una demostracion puede encontrarse en la pagina 5 de [6].
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Proposicion 2.4.4 Si P esun lugarde F/K y 0 # x € P, entonces
degP < [F: K(x)] < oo.

De esto tltimo se sigue inmediatamente que el cuerpo K de constantes de F/K es una
extension finita de K. El proximo teorema garantiza que P es no vacio.

Teorema 2.1 (Existencia de Lugares). Sea F/K un cuerpo de funciones y R un
subanillo de F con K € R C F. Supongamos que {0} # [ & R es un ideal propio de R.
Entonces existe un lugar P € P, talquel S Py R C Op.

Demostracion. Consideremos el conjunto
F:={S:Sesunsubanillode FconR € SyIS+S}.

Por definicion, IS es el conjunto de todas las sumas finitas Ya,s, cona, €l y s, € S;
mas aun, IS un ideal de S. Ordenamos a F por inclusion. Puesto que R es un subanillo de
Fy IR # R (porque I es un ideal propio de R) se tiene que R € F, luego F es no vacio. Sea
H < F un subconjunto totalmente ordenado de F y definamos T : =Ugc4 S. Entonces es
claroque R € T, T es un subanillode F y S € T para todo S € . Afirmamos que IT # T.
En efecto, si esto es falso podemos escribir 1 = )i, a;s; donde a; € [ y s; € T paratodo i,
pero dado que # es un conjunto totalmente ordenado, existe § € # tal que sy, s5, ..., S, €
S,asi1=Y",a;s; € 1SylS = §, una contradiccion. De esta manera T € F. Empleando el
Lema de Zorn, encontramos O tal que O es un subanillo de F, RS 0, I0 # 0 y O es
maximal con respecto a estas propiedades. En lo que sigue mostraremos que O es un
anillo de valuaciéon de F/K.Como I # {0} y IO # 0, todo elemento de I no es una unidad
de O (note que si 0 # x pertenece a I y es tal que x € 0%, entonces existe w € O con xw =
1, luego para todo z€ 0, z=1-z= (xw) - z = x(wz) € 10, de modo que I0 = 0, una
contradicciéon). Por lo tanto I € O — 0. En principio K € O C F, sin embargo por lo
anterior; tanto K como F no pueden ser iguales a 0. Supongamos ahora que existe z € F
conz ¢ Oyz ! ¢ 0.Consideremos los anillos O[z] y O[z~!]. Por la maximalidad del anillo
O debe ocurrir que O[z] = 10[z] y O[z"'] = 10[z], por lo que en particular podemos
encontrar elementos ay, a4, ..., ay, by, by, ..., by, € 10 tales que

(1) l=ay+az+az>+-+az"%, n=0. vy
(2) 1 :b0+b12_1+b22_2+“'+me_m, mZO

Sin = 0, entonces 1 = a, € 10 y en su efecto /0 = 0, una contradiccidon. Asi n > 1. De
manera similar se muestra que m > 1. Entonces los conjuntos

A:={n€Z":1=ay+a;z+-+a,z"dondeq; €10} vy
B:={m€Z*':1=by+bz7 ' + -+ b, z~™ donde b; € 10},

son no vacios por (1) y (2) en su orden, luego el principio del buen orden garantiza la
existencia de un elemento minimo tanto para A como para B. Sean m y n elegidos de
manera minimal en (1) y (2) respectivamente y sin pérdida de generalidad supongamos
m < n. Si multiplicamos (1) por 1 — b, y (2) por a,z™ obtenemos,

1-— bO (1 - bo)ao + (1 - bo)alz + (1 - bo)a2Z2 + -+ (1 - bo)anzn y

0= (bo — Dayz™ + byan,z™t + -+ + bpa,z™ ™,

4 Para conocer una prueba formal consulte la pagina 6 de [6].
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luego la suma de estas ecuaciones da como resultado

1=cy+ciz+-+cy_12"1,
donde los coeficientes c; € 10. Esto es una contradiccion con la minimalidad de n en
(1). Por lo tanto, hemos demostrado que z € 0 0z~ € 0 para todo z € F y por ende O es
un anillo de valuacién de F /K.

Observacion 2.2 Sea P un lugar de F/K. Si degP =1, entonces Fp =K y la
aplicacion de clases residuales aplica F sobre K U {o}. En particular, si K es un cuerpo
algebraicamente cerrado y P € Py, entonces P es racional. Asi las cosas, si cada lugar
es racional, podemos entender un elemento z € F como una funcion

(3)

Es por eso que F/K es llamado un cuerpo de funciones. Los elementos de K
interpretados como funciones en el sentido (3), son funciones constantes. Por esta razon
K se denomina el cuerpo de constantes de F.

Definicion 2.3. Sea z € F y P € IPr. Decimos que P es un cero de z si y solo si v,(z) >
0; P es un polo de z si y solo si v,(z) < 0.Siv,(z) = m > 0, P esun cero de z de orden m;
siv,(z) = —m < 0, P es polo de z de orden m.

En virtud del Teorema 2.1 obtenemos que cada elemento z € F trascendente sobre K
tiene por lo menos un cero y por lo menos un polo. Mas exactamente:

Corolario 2.1. Sea F/K un cuerpo de funciones y z € F trascendente sobre K.
Entonces z tiene por lo menos un cero y por lo menos un polo.

Demostracién. Consideremos el anillo R = K[z] y el ideal I = zK|[z]. Por el Teorema 2.1
existe un lugar P € [P con z € P, por consiguiente P es un cero de z. Del mismo modo, si
tomamos R = K[z7'] el = z71K[z™ 1], existe un lugar Q € P con z~! € @, luego
vo(z™1) > 0, es decir, Q es un polo de z.

3. Cuerpos de funciones Racionales

Sea K un cuerpo y x un elemento trascendente sobre K. Denotemos por K|[x] el anillo
de polinomios en la indeterminada x con coeficientes en K. El cuerpo de funciones
racionales F = K(x) se define como

K(x):= {%:f(x),g(x) € K[x], g(x) # O}.
Dado un polinomio ménico e irreducible p(x) € K[x], el conjunto
@ Opeey 1= {53+ £ (), 9 () € K[x],p(x) + ()}

resulta ser un anillo de valuaciéon en K (x)/K. En efecto,
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1. Cualquier k € K puede escribir de la forma k = %y p(x) t 1 por la irreducibilidad
de p(x) sobre K, luego k € O (,y. Ademas, K & Op(x) ¥y Opx) & K(X).

2. Supongamos que z = ! Ex; € K(x) — Op(x) donde f(x) y g(x) son primos relativos.
Como p(x) | g(x), se sigue que p(x) + f(x), luego z~1 = ‘?Ex; € Op(x)-

-1 _ 9(x)

Asi mismo, notemos que si z = f E Op(x)> €Ntonces z~+ = @) € Op(x) Y POr ende,
f(x)
z€di={oosi (), 9(0) € KIxpGo) FFG,p() H (o)

Reciprocamente, si z € A, entonces es claro que z € Oy, porque zy z~* € Op(x).

De esta manera se sigue que el conjunto de unidades de este anillo de valuacion viene
dado por

oo = (o F00,9(2) € KIx)pG) 4 F(,p() 1 9}
y en consecuencia
5) Pooy = (E2: (), 9(x) € K[xL,p(x) | F(x),p(x) + 9()},

es el correspondiente lugar de 0, ,. Cuando p(x) es lineal escribimos P, : = P,_,.

El anillo 0, es llamado anillo de valuaciéon asociado al polinomio ménico e
irreducible p(x).

Observacion 3.1 Supongamos que p(x),q(x) € K[x [ ] son polinomios monicos e
irreducibles distintos. Si Op(yy = Oq(x), entonces Py(yy = Pq(x), por lo que p(x) € Py(y). Sin
embargo, Upy @(x)) =0, una contradiccién. En los términos anteriores, hemos
probado que si p(x) y q(x) son polinomios ménicos e irreducibles distintos, entonces
Opx) # Oqx):

Otro anillo de valuacion en K (x)/K esta dado por el conjunto

L [f&)
(6) O : = (£ :degf (x) < degg (1)},
el cual tiene como ideal maximal
@ Po = {£32: 700, 9(x) € Kx]degf < degg()}.

Este altimo es llamado el lugar infinito de K(x)/K. La etiqueta de“c0" depende del
elemento generador de la extension K (x) /K. Por ejemplo P, es el lugar infinito de K (x~1).

Proposicion 3.1. Sea F = K(x) el cuerpo de funciones racionales.
1. SiP = Py € Py esellugar definido por (5) donde p(x) € K[x] es un polinomio

irreducible sobre K, entonces p(x) es un elemento primo de P y la correspondiente
valuacion discreta vp puede describirse como sigue: si 0 # z € K(x) se escribe como z =

p(o)" - (55) con f(x), 9(x) € K[x], p(x) + f(x) y P(x) + g(x), entonces vp(z) : = n. En el
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caso z = 0, definimos vp(z) : = 0. Ademas, el cuerpo de clases residuales K(x)p = Op /P
es isomorfo a K[x]/{(p(x)). Consecuentemente degP = deg(p(x)).

2. En el caso especial cuando p(x) =x —a con a € K, el gradode P = P, es 1, y la
aplicacion de clases residuales esta dada por

donde z(a) se define de la siguiente manera: si escribimos z = % con f(x), g(x)

elementos de K|[x] primos relativos, entonces

(@
z(a)::ig(a) st 9@ 70,
o si g(a) =0.

3. Finalmente, sea P,, el lugar infinito de K(x)/K definido por (7). Entonces P,, es
racional y un elemento primo de P, est = % La correspondiente valuacion discreta v,
esta dada por

(f (x)
Voo

o) = deBg (o) — degf ()

donde f(x), g(x) € K[x]. La aplicacion de clases residuales correspondiente a P,
estd determinada como sigue:

donde si
a,x" + -+ a, b =0
= con a,,, ,
bmxm+“‘+b0 nm
entonces
an
— SiI n=m,
b

z(0):=
() 0 si n<m,

koo si n>m.
4. K es el cuerpo completo de constantes de K (x) /K.
Podemos clasificar los lugares de un cuerpo de funciones racionales asi:

Teorema 3.1. (Lugares de un Cuerpo de Funciones Racionales). Sea F = K(x) el
cuerpo de funciones racionales sobre K. Si P € Py, entonces P = Py, para algun

polinomio p(x) € K[x] monico e irreducible 6 P = P,,.
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Con base en lo anterior se obtiene lo siguiente:

Corolario 3.1. Los lugares de K(x)/K racionales estan en correspondencia uno a
uno con K U {oo}.

Demostracioén. Sea P un lugar racional de K (x)/K. Entonces P = Py, donde p(x) =

x —aparaalgina € K 6 P = P,,. De acuerdo con la Observacion 3.1 tenemos la aplicaciéon
uno a uno

4. Independencia de Valuaciones

El resultado mas importante de esta seccién es el Teorema de aproximacion débil,
también conocido como el Teorema de la Independencia.

Lema 4.1.5 Sea F/K un cuerpo de funciones algebraicas, P;,P,, ..., B, € P lugares
distintos dos a dos, x4, x5, ..., X, € F Yy 11,73, ..., 7, € Z. Entonces:

1. Existeu € F tal que vp (u) > 0y vp,(u) <O0parai=2,3,..,n.
2. Existew € F tal que vp (w — 1) > 1, y vp, (W) > 1y parai = 2,3,...,n.
3. Existe z € F con vp,(z—x;) >myparai =12, ..,n

De acuerdo al lema previo enunciamos el teorema mencionado.

Teorema 4.1.%/Teorema de aproximacion débil] Sea F /K un cuerpo de funciones
algebraicas, P,, P,, ..., B, € P; lugares distintos dos a dos, x4, X5, ...,Xn € FY 11,13, ..., 1, €
Z. Entonces existe un elemento x € F que satisface

vpi(x —x;) =1 parai=12,..,n
Una consecuencia importante de este resultado se enuncia a continuacion:
Corolario 4.1. Cualquier cuerpo de funciones tiene infinitos lugares.

Demostracion. Supongamos que F/K es un cuerpo de funciones que tiene un ntimero
finito de lugares, digamos, Py, P, ..., P,. Por el Teorema 4.1 existe 0 # x € F con vp (x) >

0 parai = 1,2, ...,n. Entonces x es trascendente sobre K puesto que tiene ceros, sin
embargo x no tiene polos, una contradiccion con el Corolario 2.1.

Podemos estimar el nimero de ceros de un elemento x € F. En ese sentido obtenemos:

5 Los detalles de la demostracion pueden ser consultados en las paginas 12-13 de [6].
6 Una demostracion se exhibe en la pagina 12 de [6].
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Proposicion 4.1. 7 Sea F /K un cuerpo de funciones y P;,P,, ..., B. € P ceros de x €
F. Entonces

r

2 vp,(x) - degP,; < [F:K(x)].

i=1

Notese que la proposicion anterior permite concluir que en un cuerpo de funciones
F/K,todo elemento 0 # x € F tiene un nimero finito de ceros y polos. Mas exactamente,
si x es constante, x no tiene ceros ni polos. Si x es trascendente sobre K, el nimero de
ceros es menor o igual que [F: K(x)]. El mismo argumento muestra que x~! tiene un
nimero finito de ceros, que finalmente corresponden a los polos de x.

5. Divisores

Definicion 5.1. El grupo divisor de F/K se define como el grupo abeliano libre
(escrito aditivamente) que es generado por los lugares de F /K; se denota por Div(F).

Un elemento D de Div(F) se denomina divisor de F /K y se interpreta como una suma
formal

D = Z n, P connp €Z,ycasitodonp =0.
PeEPE

El soporte de D se define por Supp(D) : = {P € Pp:np # 0}. Un divisor de la forma D =
P con P € P, es llamado divisor primo.

Dos divisores D = Y.pecp, np Py D' = ¥ pep, mp P se suman coeficiente a coeficiente,
es decir,

D+D’= z (np+mp)P

PEPE
El elemento cero del grupo divisor Div(F) es el divisor
0:= Z rp» P donde r, = 0 para todo P € P;.
PePfg
Para Q € Pry D = ¥ pep, np P se define vy (D) : = ng, por lo tanto suele escribirse
Supp(D) = {P € Pp:vp(D) % 0} yD = Z vp(D) - P.
PeSupp(D)

En Div(F) se define un orden parcial de la siguiente manera:

D, <D, siivp(D,) < vp(D,) paratodo P € Py.

7 Ver pagina 14 de [6].
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Si D; <D, y D; # D,, escribimos D; < D,. Un divisor D > 0 es llamado positivo (o
efectivo). El grado de un divisor esta definido por

degD : = vp(D) - deg P,
P;F

y esto induce un homomorfismo de grupos deg: Div(F) - Z.

Definicion 5.2. Sea 0 # x € F y denotemos por M (resp. N) el conjunto de ceros
(resp. polos) de x en Pi. Entonces se define

(x)o = Z vp(x)P , el divisor cero de x

PEM
(e 1= — Z ve(OP el divisor polo de x,
PEN
) = () — e , el divisor principal de x.

Claramente, por la Definicion 5.2, (x)g =0, (), =0y

(8)
(x) = Z Vs (X)P.

PEPR

Diremos que dos divisores Ay B son equivalentes si A = B + (x) para algin 0 # x € F.
Un primer resultado acerca de los divisores principales se muestra enseguida.

Teorema 5.1. Todos los divisores principales tienen grado cero. Mas
explicitamente: sea x € F — K y denotemos por (x), (resp. (x)s) el divisor cero de x
(resp. el divisor polo de x). Entonces

deg(x)o = deg(x)eo = [F: K (x)].

Ejemplo 5.1. Consideremos el cuerpo de funciones racionales K (x) /K y un elemento
no constante
_fx)

Z—@EK(X),

con f(x) y g(x) primos relativos. Escribamos f(x) =][li-ipi(x)™ y gx) =
[I5=1q;(x)™ donde p;(x), q;(x) son polinomios irreducibles con coeficientes en K, y
n;, m; enteros no negativos. Como z € K(x) — K, se conoce por el Teorema 5.1 que
[K(x):K(2)] = deg(2), pero

11
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deg(2)ee = Z(ﬁjdegqj(X))+maX{degf (x) — degg(x),0}
j=1

degg(x) + max{degf (x) — degg(x),0}
max{degf (x),degg(x)}.

En consecuencia, [K(x):K(z)] = max{degf(x),degg(x)}. Ahora si K(x) = K(z),
entonces [K(x): K(z)] = 1 de donde se infiere que z = %, cona,b,c,d € Kyad—bc #
0, ya que f y g son primos relativos.

Observacion 5.1
1. 0+ x € Ksiysolosi(x) =0.

2. Para 0 # x € Fy P unlugar de F /K, vp((x)) = vp(x) por (8).

Ejemplo 5.2. El elemento u = (;;+_15)2 del cuerpo de funciones racionales R(x) tiene
divisor principal
w) = 2-x+1)+(-1)-(x—=5)

2:-((x+1Do—(x+1))+ (1) - ((x =5)0 — (x—=5)p,)
2-(x+ Do+ (=2)- x+ Do+ (=1 - (x=5)g+1-(x =5
= 2P,y1 — 2Py — P_c + P

Ejemplo 5.3. Sea F = K(x)/K el cuerpo de funciones racionales. Para 0 # z € K(x)
tenemos que z = a - f(x)/g(x) con a € K — {0}, f(x), g(x) € K[x] polinomios ménicos y
primos relativos. Escribamos

@ =] [ g0 =] Ja,com
i=1 j=1

donde p;(x),q;(x) son polinomios distintos con coeficientes en K, monicos e
irreducibles. El divisor principal de z en Div(F) es
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Definicion 5.3. Para un divisor A € Div(F) definimos el espacio de Riemann-Roch
asociado a A por

L(A):={x €F:(x) =—-A}u{0}.
Directamente de la definicién se obtiene que:
1. x € L(A) siysolo si vp(x) = —vp(A) paratodo P € Pp.
2. L(A) # {0} siy solo si existe un divisor A’ ~ A con A" > 0.

La definici6on 5.3 tiene la siguiente interpretacion: si

r N
i=1 j=1

conn; > 0, m; > 0, entonces L(A) consiste de todos los elementos x € F tales que
1. x tiene ceros de orden mayor o igual que m;, en Qj, paraj = 1,2,...,sy

2. x solo puede tener polos en Py, P,, ..., B, con orden polar en P; no mayor que
n;parai =1,2,..,r.

El espacio de Riemann-Roch asociado a un divisor A resulta ser un espacio vectorial
sobre K de dimension finita. Al nimero #(A4) : = dimg L(A) se le llama la dimensién del
divisor A. Si Ay A’ son divisores equivalentes, entonces L(A) y L(A") son isomorfos como
espacios vectoriales, en particular £(4) = £(4") y deg(A) = deg(A"), por el Teorema 5.1

Ejemplo 5.4. En el cuerpo de funciones racionales R(x) /R, consideremos el divisor

(

2
principal (u) donde u = % Si z € L((u)), entonces sus ceros son de orden mayor o

igual que 1y 2 en P,_s y P,, respectivamente. También z puede tener polos en P, y P,
con orden polar no mayor que 2 y 1 respectivamente.

13
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Proposicion 5.1.8
1. SidegA < 0, entonces £(A) = 0.

2. Para un divisor A con deg A = 0, las siguientes afirmaciones son equivalentes.

a. A es un divisor principal.
b. £(A) = 1.
C. ?(A) =1.

Definicion 5.4. El género g de un cuerpo de funciones F /K esta definido por
g :=max{degA — £(A) + 1: A € Div(F)}.

Observacion 5.2. El género de F/K es un entero no negativo. En efecto, segun la
Observacion 5.1, K € £(0), mas aun, si 0 # x € L(0), entonces (x) = 0. Esto significa
que x no tiene polos, asi que x € K por el Corolario 2.1. Por lo tanto L(0) = K. Ahora si
en la definicion previa se toma el divisor A = 0, entonces deg0 — £(0) + 1 = 0, con lo cual
g=0.

Teorema 5.2.9 [Teorema de Riemann] Sea F /K un cuerpo de funciones de género
g- Entonces:

1. Paratodo A € Div(F),¢(A) =degA+1—g.
2. Existe c € Z, dependiente solo del cuerpo de funciones F /K, tal que
?(A) =degd+1—g,
siempre que degA > c.

Ejemplo 5.5. El cuerpo de funciones racionales K(x)/K tiene género g = 0. El
divisor cero y el divisor polo de x son respectivamente (x), = Py y (x) = P, (notacion
como en la Proposicion 3.1). Consideremos para r = 0 el espacio vectorial L(rP,) y
definamos T : = {1,x, ..., x"}. Entonces:

1. T es linealmente independiente sobre K.
2, T € L(rPy).
De este modo en lo términos anteriores tenemos

r+1 £(rPRy) por (1)

deg(rP,) + 1 — g para r suficientemente grande
r-degP,+1—g
= r+1-—g.

A

Por lo tanto, g < 0; pero también g = 0 segun la Observacién 5.2, luego g = 0.

8 Ver pagina 20 de [6].
% El lector interesado en conocer una prueba puede remitirse a la pagina 23 de [6].
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6. Teorema de Riemann-Roch

En esta seccion F /K denota un cuerpo de funciones algebraicas de género g.

Definicién 6.1. Para A € Div(F) el entero i(A) : = £(A) — degA + g — 1 se denomina
el indice de especialidad de A.

Las valuaciones discretas pueden extenderse de manera natural a FFF (conjunto de
funciones de P a F) como sigue:

vp(a) :=vp(a(P)) donde a € FPFy P € Pp.

Con lo anterior podemos considerar a F inmerso en FF via la funcion inyectiva

(9)

donde a, (P) = x para todo P € P;, ademas se tiene que
vp(¢'(x)) = vp(ay) = vp(ax(P)) = vp(x) para todo P € Pg.

Se puede proporcionar dos interpretaciones para i(4) en términos de la dimension de
ciertos espacios, como seran descritas por el Teorema 6.1y el Lema 6.1 que enunciaremos
mas adelante.

Definicién 6.2. Sea F /K un cuerpo de funciones.
1. El conjunto
Ap = {a € FPF: q(P) € 0p para casi todo P € P}
es llamado el espacio de adeles de F /K.

2. A los elementos de Ay se les conoce como adeles de F/K. Este puede ser
considerado como un elemento del producto directo [[pep, F y por lo tanto,

utilizamos la notacion a = (ap)pep,, 0 Simplemente a = (ap).

Si se define la suma componente a componente, entonces Ay tiene estructura de
espacio vectorial sobre K. El adele principal a, de un elemento x € F es el adele cuyas
componentes son todas iguales a x. En el contexto de la Definiciéon 6.2, la funcion ¢’
definida en (9) resulta ser una inmersion de F en Ay y le llamaremos la inmersion
diagonal.

Notacion: Si P es un lugar de F/K y a € Ay, escribiremos vp(ap) para denotar

vp(a(P)).
Definicién 6.3. Para A € Div(F) definimos
Ap(A) :={a € Ap:vp(a) = —vp(A) para todo P € Pg}.

Este subespacio vectorial de Ay sobre K tiene dimension infinita. En efecto, si a, 8 €
Ar(A)y a € K, entonces

15
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vp(a + B) = min{ve(a), vp(B)} = —vp(4),

vp(aa) = vp(a) + vp(a) = vp(a) = —vp(4)

siendo P € P, cualquier lugar de F /K. En consecuencia, a + 8 y aa son elementos de
Ap(A). Ahora fijemos un lugar Q € I donde I : = P — Supp(4) y consideremos un adele
a donde

1 siP=Q
ap:z
0 siP=#0Q.

La sucesion {ap}pe; estd contenida en Ap(A), luego Gen{ap} S Ap(A). Sea B =
{ag, g, .., g, } una base de Gen{a,} sobre K. El adele § definido por

1 siR & Supp(4),R # Q; paratodoi =1,2,..,nyR # Q
Br:=

0 en otro caso,

es un elemento de Gen{ap} distinto de ag,, por lo que existen tnicos escalares
0,,0,,...,0, € K tales que g = Z?zleiaQi. Entonces para R € Supp(4), R#=Q; YR #Q
tenemos

0= vr(B) = va() Bitrg) = vn(0) =
i=1

una contradiccion. Por lo tanto, Az(A) es un espacio vectorial sobre K de dimension
infinita.

Teorema 6.1 1° Para cada divisor 4, el indice de especialidad es
i(4) = dimg (Ar/(Ar(4) + F)).

Notemos que aunque los espacios vectoriales Ay, A (A) y F son de dimension infinita
sobre K, el teorema establece que el espacio cociente Ag/(Ar(A) + F) tiene dimension
finita sobre K. Ahora presentaremos el concepto de diferenciales de Weil con el fin de dar
una segunda interpretacion a el indice de especialidad de un divisor.

Definiciéon 6.4. Un diferencial de Weil de F /K es una aplicacion K —lineal
w:Ar = K

que se anula en Ar(A) + F para algun divisor A € Div(F). En otras palabras un
diferencial de Weil w es un funcional lineal tal que w € Ann(Ag(A) + F) para algiun A €
Div(F).

19 Consultar pagina 25 de [6].
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Llamamos
0p : = {w: w es un diferencial de Weil de F /K}
el médulo de diferenciales de Weil de F /K,y para A € Div(F) se define

0Np(A) = {w € Op:wseanulaen Ag(A) + F}
= Ann(Ar(A) + F).

Observacion 6.1.

1. Resulta claro que 0 = U sepip(r) 25 (A).

2. ) es un espacio vectorial sobre K con las operaciones usuales. Mas
exactamente, st w,, w, € N, es decir, si w, se anula en Ap(A;) + F y w, se anula
en Ap(A;) +F para algunos A,, A, € Div(F), entonces w; + w, se anula en
Ar(A3) + F para cada divisor A; con A; < A; y A3 < A,, y aw, se anula en
Ar(A)) + F paraa € K.

3. 02r(A) es un subespacio vectorial de 2 sobre K.
Lema 6.1 1 Para A € Div(F), tenemos que dimyQ2r(A) = i(A).

En virtud del lema anterior puede deducirse que 25 es no vacio, pues bastaria en
considerar un divisor 4 con degd < —2.

Definicion 6.5. Para x € F y w € Oy definimos xw: Ar = K por
(10) (xw)(a) : = w(xa).

Obsérvese que (10) induce en 25 una estructura de espacio vectorial sobre F. De hecho,
si w se anula en Ay(A) + F para algin A € Div(F), entonces xw se anula en Ap(4 +
(x)) + F. Ademas se verifica que (25 es un espacio vectorial unidimensional sobre F. 12

Se puede asociar un divisor a cada diferencial de Weil w # 0. Para ello consideremos
(fijando w) el conjunto

(11) M(w) :={A € Div(F): w se anula en Ay (A) + F}.

Lema 6.2.13Sea 0 # w € 5. Entonces existe un divisor determinado de forma tinica
W € M(w) talque A < W paratodo A € M(w).

Definicion 6.6.

1. El divisor (w) de un diferencial de Weil w # 0 es el divisor de F /K determinado
de forma tinica que satisface:
a. w se anula en Ar((w)) +F.
b. Siw se anulaen Ap(A) + F, entonces A < (w).
2. Para 0 # w € 2 y P € Pg, definimos vp(w) : = vp((w)).
3. Un divisor W se llama divisor canénico de F /K, si W = (w) para algun w € Q.

! Consultar pagina 27 de .
12 Ver pagina 27 de .
13 Para conocer més detalles consultar pagina 28 de .
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En este sentido, 2;(4) = {w € Qp: w = 0 0 (w) = A}.
Proposicion 6.1.
1. Para0 # x € F y 0 # w € 2y tenemos (xw) = (x) + (w).

2. Si wq, w, son diferenciales de Weil no nulos, entonces (w;) = (w,) sty solo si w; =
c w, para algiin 0 # ¢ € K, esto es, cualesquiera dos divisores canénicos de F /K son
equivalentes.

Demostracion
1. Si w seanulaen Ap((w)) + F, xw se anula en Ag((x) + (w)) + F, luego
(12) %) + (w) < (xw).

De igual forma, como xw se anula en Ag((xw)) + F, entonces x 1xw se anula en
Ap((x™1) + (xw)) + F y por lo tanto

(13) ™)+ (cw) < (x " 1xw) = ().
Combinando (12) y (13) obtenemos
() + (@) < (xw) < —(x7H + (@) = (x) + (w).
Esto prueba (1).

2. Dado que £2; es un espacio vectorial sobre F de dimension 1, existe un elemento
no cero c € F tal que w; = c w,, luego (w;) = (¢ w,) = (¢) + (w,) de acuerdo con (1).
Para terminar, el divisor (¢) = 0 siy solo si 0 # ¢ € K (ver Observacion 5.1).

Teorema 6.2. 4 [Teorema de Dualidad] Sea A € Div(F) y W = (w) un divisor
canonico de F /K. Entonces la aplicacion

es un isomorfismo de espacios vectoriales sobre K. En particular, i(A) = ¢(W — A).

Resumiendo los resultados de esta seccion damos a conocer el Teorema de Riemann-
Roch.

Teorema 6.3 (Teorema_de_Riemann-Roch) Sea W un divisor canoénico de F /K.
Entonces para cada divisor A € Div(F),

2(A) =degA+1— g+ (W — A).
Ejemplo 6.1. Haciendo A = 0 en el Teorema de Riemann-Roch se obtiene que
1=¢0)=deg0+1—g+ W —0)=1—g+£(W —0),

es decir, (W) = g. Ahora considerando A = W en el Teorema 6.3, deducimos

14 Ver pagina 30 de [6].
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g=ftW)=degWW +1—g+ (W —-W)=degiWW +1—g+£(0) =degW +2—g,
esto es, deglV = 2g — 2.

Ejemplo 6.2. Sea F = K(x)/K el cuerpo de funciones racionales. Encontrar bases
sobre K para los siguientes espacios vectoriales de Riemann-Roch: L(rP,),L(rR,) y
L(Py(x)), donder = 0y Pw, P, Yy Py(xy son los lugares definidos en la Seccion 3.

1. Para L(rPR,) se tiene por el Teorema de Riemann-Roch y la Proposicion 5.1 (1)
que ¢(rP,) = deg(rP,) + 1 = r + 1. Una base sobre K para este espacio esta dada por

B={1,x,..,x"}.

2. Enelcasode L(rP,), sudimensiéon £(rP,) = deg(rP,) + 1 = r + 1. Una base sobre
K para dicho espacioes B = {1,(x —a)™}, ..., (x —a) ™"}

3. Porultimo, si consideramos el espacio de Riemann-Roch L(P, ), tenemos que

?(Pp(x)) = deg(Ppxy) +1 =degp(x) +1
y una base sobre K es B = {1,p(x)7%, ..., p(x) ~desr()},
A continuacion presentamos una caracterizacion del cuerpo de funciones racionales.

Proposicion 6.2. Para un cuerpo de funciones F /K las siguientes condiciones son
equivalentes.

1. F/K es racional; es decir, F = K(x) para algiin x € F trascendente sobre K.
2. F/K tiene género 0 y existe algiin divisor A € Div(F) condeg A = 1.

Si K es un cuerpo algebraicamente cerrado, siempre existe un divisor de grado 1. Por
lo tanto, en este caso tenemos g = 0 siy solo si F/K es racional.

Ejemplo 6.3. Sea F = R(x,y) donde y? + x? + 1 = 0. Por el ejemplo 2.2 sabemos que
F/R es un cuerpo de funciones. Dado que el cuerpo de constantes de F, K, es una
extension finita de R se sigue que K = R o K = C. Suponiendo que K = C, se obtiene
R(x) & C(x) € R(x,y), luego C(x) = R(x,y), pero esto no puede ser posible en vista de
que y = +ivx?2 + 1, luego K = R, es decir, R es el cuerpo completo de constantes de F.
Por otro lado, como todo elemento de F tiene un niumero finito de ceros y polos, podemos
decir que vy (x) = 0 para todo Q, excepto en un nitmero finito de lugares (los polos de x
en F). Dado que degQ = [F,:R] es finito entonces de nuevo tenemos que degQ =1 6
degQ = 2. Si degQ = 1, entonces x(Q) € R. Tomando clases residuales médulo Q en la
igualdad y* + x* + 1 = 0 obtenemos

(@) =-(x(@)*-1€R,
sin embargo, y(Q) € R puesto que
vo(¥?) = vo(x* + 1) = min{v, (x?),v4(1)} = 0.

En ese orden de ideas, suponer que degQ = 1 nos lleva a una contradiccion. Por lo
tanto, degQ = 2. Estudiemos a continuacion los polos de x. Denotemos por Q, Q,, ..., Q;
los polos de x, equivalentemente, los ceros de 1/x, entonces dividiendo la igualdad y? +
x? + 1 = 0 entre x? encontramos que

&) +1+() o
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Argumentando de igual forma que antes para algin lugar Q; (cero de 1/x)
concluimos que todos los lugares de F son de grado 2. Teniendo en cuenta lo anterior,
afirmamos que g = 0. Para ver esto, observemos que si Q4,Q,, ..., Q,- son ceros de x en
F, entonces

r

0< Z vy, (x)degQ; < [F:R(x)] = 2,

i=1

de ahi que existe un tnico Q; € Py tal que vy, (x)degQ; = 2, siendo degQ; = 2, asi
vo,(x) = 1. El razonamiento anterior muestra que x solo tiene un cero en F. Ahora

dividiendo por x? la igualdad y? + x* + 1 = 0, se garantiza la existencia de un unico
lugar Q' € P tal que vy, (1/x) = 1. Ademas,

Vo (¥?) = v, (—x* — 1) = min{v,, (x?), vy, (1)} = -2,
esto es, vy, (y) = —1. Entonces para r = 0, el conjunto
B={1,x..,x",y,yx,..,yx" 1} € L(rQ"),
mds atin, es linealmente independiente sobre R y por consiguiente
2r+1<¢(rQ") =deg(rQ’) — g + 1 = 2r — g + 1 para r suficientemente grande.

Ast las cosas, g <0,y como g = 0, se sigue que g = 0. Por ultimo, es claro que F =
R(x,y)/R no es el cuerpo de funciones racionales, dado que todos sus lugares son de
grado 2 y en su efecto no existe un divisor A de grado 1.

7. Cédigos Algebro-Geométricos

Los codigos que se construyen a partir de cuerpos de funciones algebraicas fueron
introducidos por primera vez por V. D. Goppa en 1981. En este apartado describiremos y
desarrollaremos las propiedades de tales codigos, a los que usualmente se les conoce
como codigos AG o algebro-geométricos. Como motivacion iniciamos estudiando los
codigos Reed-Solomon sobre F,, que son un caso especial de codigos AG. De igual
manera trabajaremos con codigos asociados a un cuerpo de funciones racionales.

Definicion 7.1.

1. Sea A un conjunto finito. Un cédigo C de longitud n sobre A es un subconjunto del
producto cartesiano A™. A los elementos de C se les llaman palabras.

2. Sean a = (ay,...,ay) Yy b = (by, ..., by) elementos de A™, definimos la distancia de
Hamming entre las palabras a y b por

(14) d(a,b) := |{i:a; # b},
esto es, d(a, b) es el niimero de componentes en los cuales a y b difieren.
3. La distancia minima de un cédigo C, es parametro de C dado por

d:=d(C) = min{d(a,b):a b € C,a # b).
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Dicho parametro da una medida de lo bueno que es un cédigo en relacion con la
deteccion y correccion de errores.

4. Cuando A = F, y C es un subespacio vectorial de Fy sobre F,, se dice que C
es un codigo lineal y tenemos un parametro adicional, a saber, su dimensiéon como
subespacio vectorial de Fg. Se Denota esto por k : = dim]FqC‘. Este nuevo parametro

mide la capacidad de transmisiéon de informacion del codigo.

5. Elpesow de un elemento a € [y se define comow(a) : = d(a,0) = [{i:a; # 0}|.
En otras palabras, el peso de la palabra a es el niimero de sus componentes distintos
de cero.

6. Diremos que C es un [n, k,d] cédigo lineal, si C tiene longitud n, dimension k
sobre el cuerpo F, y distancia minima d.

7. Sea C un [n, k] codigo sobre F,. Una matriz generadora de C es una matriz de
tamano k X n cuyas filas forman una base de C.

8. Sea C <€ Fj un codigo lineal. Entonces
Ct:={u € Fy:(u,c)=0paratodo c € C},
es llamado el dual de C.
Dado un coédigo [n, k, d], existe una cota superior para d, mas exactamente:
Proposicion 7.1 (Cota de Singleton) Sea C un [n, k, d] codigo. Entonces
k+d<n+1

Los codigos en donde k + d = n + 1 se conocen como cddigos de mdxima distancia
separable (co6digos MDS). A continuacién se introducen los co6digos Reed-Solomon, a los
cuales se les estudiara diversas propiedades que poseen.

7.1 Cédigos Reed-Solomon. Sean = g — 1y S € F, un elemento primitivo del grupo
multiplicativo F,", es decir, F,” = (B) = {8, % ..., 7! = 1}. Para un entero k con 1 <
k < n, consideremos el espacio vectorial k — dimensional

(15) Ly:={f €Fy[x]:deg f <k —1},
y la aplicacion evaluacion e,: £, — Fg dada por
(16) ex(f) :=(f(B), f(B?), ... fF(B™) € Fy.

Notemos que paraa,b € F,y f,g € Ly,

es(af +bg) = ((af +bg)(B), .., (af + bg)(ﬁ”))
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Con esto se verifica que e, es una aplicacion F,- lineal e inyectiva. Por el Teorema de la
dimension para espacios vectoriales se sigue que k = dim[Fq im(e,) y en su efecto,

(17) Cio :={(f (B f(B*), ... F(B™): f € Li} = im(e,(f)) S Fg

es un [n, k] codigo sobre F,. Llamamos a este c6digo un coédigo RS o (codigo Reed-
Solomon).

El peso de una palabra 0 # ¢ = e, (f) € C; viene dado por

w(c) = I{i € {1,2, ...,n};f(ﬁl) # 0}
= n—|i€{l,2..,n}f(B") =0]
> n —degf
> n—(k—1).

Asi, la distancia minima d de C;, satisface la desigualdad d > n + 1 — k, pero de otro
lado d < n+ 1 — k por la cota de singleton; en consecuencia, los cddigos Reed-Solomon
son codigos MDS sobre F,. Observar que los codigos RS son de longitud pequena en

comparacion con el tamano del alfabeto F,, puesn = q — 1.

Resumiendo todo lo anterior tenemos que Cy, es un [n, k, d] codigo sobre F,, donde n =
q—1,yd=q—k.

7.2. Codigos AG. Nos interesaran principalmente los lugares racionales de un
cuerpo de funciones sobre un cuerpo finito. Su nimero es finito y se puede estimar
mediante el limite de Hasse-Weil (ver Teorema 5.2.3 de [6]). Este limite tiene muchas
implicaciones tedricas numéricas y juega un papel crucial en las aplicaciones de los
cuerpos de funciones algebraicas a la codificacion.

Fijamos una notacion valida para el resto del documento.

. F/F, es un cuerpo de funciones algebraicas de género g.
. Py, P,, ..., P, son lugares racionales de F/F,, distintos dos a dos.
o D=P1+P2++Pn

. G es un divisor de F /F, tal que Supp(G) N Supp(D) = @. Esto significa que
ningan P; con i = 1,2, ..., n aparece en la expansion del divisor G.

Definicién 7.2. El cédigo algebro-geométrico o (cédigo ), C.(D, G), asociado a los
divisores D y G se define por

Ce(D,G) : = {(x(Py), x(Py), ., x(P)): x € L(G)} € FL.

Veamos que esta definicion tiene sentido. Para x € L(G), vp,(x) = —vp,(G) =0 (i =
1,2, ...,n) porque Supp(G) N Supp(D) = @. La clase residual x(P;) de x mo6dulo P; es un
elemento del cuerpo de clases residuales de P;, Fp,, pero como degP; = 1, este cuerpo de
clases residuales coincide con [, asi x(P;) € [F,. Aligual que en (16), podemos considerar
la aplicacion e,p: L(G) — Fg, dada por

(18) epp (%) : = (x(P), x(Pp), ..., x(Fy)) € Fg,

y es evidente que e, es F,- lineal y C.(D,G) = e,p(L(G)). El siguiente teorema

permitira calcular (o por lo menos estimar) los parametros n, k y d del cédigo C.(D, G)
haciendo uso del Teorema de Riemann-Roch.
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Demostracion. La aplicacion evaluacion (18) es una aplicacion F, —lineal,

sobreyectiva de £(G) a C.(D,G) con ker(e,p) = L(G — D). Verifiquemos esto ultimo.
Observemos que un elemento x € ker(e,p) siy solo si vp,(x) > 0 paratodoi = 1,2,...,n.

Entonces, si x € L(G — D), vp,(x) = vp,(D) = 1, asi x € ker(e,p). Por otro lado, sea x €
ker(e,p) y P un lugar cualquiera de F /F,. Si P = P; para algiin i = 1,2, ..., n; encontramos

vp(x) 2 1= —vp(G) + vp(D),
ysiP # P; (i =1,2,...,n), obtenemos
vp(x) = —vp(G) = —vp(G) + vp(D).
Por lo tanto, x € £L(G — D) de acuerdo con la Proposicion 3.1.
De todo lo anterior y del Teorema de la dimension se sigue que
k = dimg C,(D,G) = £(G) — £(G — D).

La afirmacién con respecto a la distancia minima d tiene sentido sélo si C,(D, G) no es
el codigo {0} por lo que supondremos esto. Escojamos un elemento x € £L(G) con d =
w(eyp(x)). Entonces exactamente n — d lugares P, , ..., P; _, en el soporte de D son ceros

de x, asi
0#x€L(G—(Py+-+P, )
luego concluimos por la Proposicion 5.1(1) que
0 <deg(G— (P, ++P, _,))=degG—n+d,
es decir, d = n — degG.
Corolario 7.1. 15 Supongamos que degG < n. Entonces la aplicacion evaluaciéon
evp: L(G) ~ C(D,6)
es inyectiva y tenemos:
1. C:(D,G) esun [n, k,d] codigo con
19)

En consecuencia,

(20) k+d=n+1-g.
2. Si ademas, 2g — 2 < degG entonces k = degG +1 — g.
3. St {x1, X3, ..., X} es una base de L(G) sobre F,, entonces la matriz,

15 Para mayor informacion consultar pagina 50 de [6] .
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x1(P1) x1(P2) - x1(B)
M = xz('P1) xz('Pz) xz(.Pn)

xe(P)  xx(P2) - xx(P)
es una matriz generadora para C;(D, G).

La cota inferior (20) para la distancia minima, es muy similar a la cota de singleton.
Al juntar ambas cotas vemos que para deg G < n,

n+l—-g<k+d<n+1

Notemos que k+d =n+1 si F es un cuerpo de funciones de género g = 0. En
particular los c6digos AG construidos a partir de un cuerpo de funciones racionales [F,(z)
son codigos MDS siempre que degG < n.

7.2.1 Codigos Algebro-Geométricos Racionales. En esta parte estudiamos los codigos
AG asociados a divisores de un cuerpo de funciones racionales. Describiremos estos
cddigos mediante matrices generadoras y de chequeo de paridad. En la teoria de
coddigos, esta clase de cddigos se conocen con el nombre de cédigos Reed-Solomon
Generalizados.

Definicién 7.3. Un codigo algebro-geométrico C,(D, G) asociado a los divisores D, G
de un cuerpo de funciones racionales F,(z)/F, se dice que es racional.

Como antes, supondremos que D =P; + P, + -+ B, donde los P; son lugares
racionales de F,(z)/F, distintos dos a dos con Supp(G) N Supp(D) = @. Los siguientes
resultados se derivan de lo expuesto anteriormente.

Proposicion 7.2. 10 Sea C = C.(D, G) un [n, k, d] cédigo racional sobre F,. Entonces
tenemos:

1. n<q+1.

2. k = 0siysolosidegG <0,y k =nsiysolosidegG >n — 2.

3. Para 0 <degG <n—2,k=1+degGyd=n—degG. En particular, C es
un codigo .

4. C* es también un cédigo AG racional.

A continuacion se determinan matrices generadoras para codigos AG racionales.
Proposicion 7.3. Sea C = C;(D, G) un [n, k, d] cédigo AG racional sobre F,,.

1. Sin < g, existen elementos distintos dos a dos ay, ...,a, € Fg y vy, ..., v, € F," (no
necesariamente distintos) tales que

C ={(v1f (@), v2of (@2), ..., v f (@n)): f € Fylz] y degf < k —1}.

16 Ver pagina 56 de [6] .

Revista de Ciencias Volumen 25 N. 1




La matriz

[ v v, Un ]
| @11 4X%) AnVn |
(21) M=| aiv, aiv, - v, |
sz"lvl akly, .. a’,i‘lan

es una matriz generadora para C.

2. Sin = q+ 1, C tiene una matriz generadora

12 v, Vp_q 0]

| aivy v, n-1Vn-1 O]

(22) M=| af 2 2 0
22 =1 ajv; azv; Xn—1Vn-1

k-1 k-1 k-1 J

a; "V az; "V Up-_1Vn-1 1

*
donde F, = {ay, @y, ..., An_1} Y V1, V3, ..., Vp_1 € Fy .
Demostracion.

1.SeaD = P; + P, + -+ + B,. Dado que n < q existe un lugar P de grado 1 que no esta
en el soporte de D. Seleccionemos un lugar Q # P de grado 1 (por ejemplo Q = P;). Para
W un divisor canoénico, deg(W — (Q — P)) = —2 < 0, de ahi que #(W — (Q — P)) = 0.
Entonces por el Teorema de Riemann-Roch #(Q — P) =1, asi que Q — P es un divisor
principal (ver Proposicion 5.1 (2)).

Sea Q — P = (z). Entonces z es un elemento generador del cuerpo de funciones
racionales sobre FF, y P es el divisor polo de z. Como es usual, escribimos P = P,. Por la
Proposiciéon 7.2, podemos partir del hecho de que degG =k —1 >0 (el caso k =0 es
trivial). El divisor (k — 1)P,, — G tiene grado cero y por el Teorema de Riemann-Roch su
dimensioén es mayor o igual a 1, luego es principal en virtud de la Proposicion 5.1 (2), esto
es, existe u € F(z) no cero tal que (k—-1)P,—G=(u). El conjunto B =
{u, zu, z%u, ..., z*"1u} estd contenido en £(G) y es linealmente independiente sobre F,. Lo
primero es porque

(z'w) = i(z) + (W)
i(Q—Py)+(k—1DP,—G

iQ—iPy,+kP,—P,—0G
= iQ+k-1-0DP,—G
> -G

para 0 <i <k —1 y lo segundo se obtiene directamente del hecho de que z es
trascendente sobre F,. Como k < n, entonces deg(G — D) = k —1 —n < 0y por lo tanto,
|B| = k = £(G) seglin el Teorema 7.1. De esta manera B constituye una base de £L(G) sobre
F, y en consecuencia

L(G) = (uf (2): f € Fylz] y degf < k —1}.
Definiendo a; : = z(P;) € F, y v; : = u(P;) € F,;", obtenemos

(uf (2)(P)) = u(P)f (2)(P) = u(P)f (z(P)) = vif (@)

parai = 1,2, ...,n. De esta manera
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Cc(D,G) = {(v1f (a1), v2f (@), ..., Vuf (an)):degf < k — 1}.
La palabra en C correspondiente a uz’ es
(@) (P, @Z)(Py), ., ) (B)) = (W(P)ZI (P, u(P)Z (Py), ., u(P)7 (Po))
= (viad, v,a), ..., Vpa),
de modo que (21) es una matriz generadora de C por el Corolario 7.1 (3).

2. La prueba es esencialmente la misma como en el caso n < q. Dadoquen =q + 1,
el Supp(D) contiene a todos los lugares de grado uno del cuerpo de funciones racionales
sobre F,, asi podemos escoger z € F tal que P, = P, es el polo de z. Como antes, el divisor

(k—1)Py—G = (u)con0 # u € F,y{u,zy, ...,z *u} es una base de L(G) sobre F,. Para
1<i<n-1=gq,los elementos a; : = z(P;) € F, son distintos dos a dos, por lo que en
definitiva tenemos F, = {ay, a3, ..., @y_1}. Mas aln, v; :=u(P;) € F; parai =1.2,..,n —
1=gq.

La palabra correspondiente al elemento uz’/ € £(G) paral < j < k — 2 est4 dada por
(@2 (P, s UZ) (o), (W) (B)) = (10, o, €y Vs, 0),
porque vp, (uz/) = vp (u) +jvp (2) =k—1-j=k—-1+2—-k=1
Ahora para j = k — 1 tenemos
vp (uz" ) =vp (W +vp (2F ) =vp W+ (k—Dvp (2)=k—-1—-k+1=0,
de ahi que, uz*"1(B,) = z¥"*u(P,) = z*"1(P,)u(B,) =y # 0,y en su efecto
(uz*=1(Py), uz¥ "1 (Py), ..., uz¥"*(B)) = (a¥ vy, af vy, ., af v, 1, p).

Sustituyendo u por y “*u concluimos que la matriz (22) es una matriz generadora
de C, segtn el Corolario 7.1 (3).

Ejemplo 7.1. Consideremos el cédigo AG racional C;(D,G) sobre F = Fg(x)/Fs
dondeD =P, +Py_1+ Py, + P, 3yG =P,2,,.,.Enestecason = 4,y como 0 < degCG =
2 < 4 — 2 se sigue de la Proposicion 7.2 (3) que k = 3 y d = 2. Por lo tanto, este cédigo
es un codigo MDS. De otro lado, tomemos en consideracioén los lugares racionales P, y

P,_;. Entonces encontramos que P,_; — P, = (x — 1), 2P, — G = ( ) y el conjunto

x2+x+1

5 1 x—1  (x—1)2
Sl tx+ Uz x4+ 1x2+x+ 1
constituye una base para L(P,z,,.,)- Finalmente por la Proposicién 7.3(1), una
matriz generadora para el codigo dado es

V1 U, U3 Vy
M = [0‘1771 AV, A3V3 a4v4]
2 2 2 2
aivy @5V, Q5V3 i,

1
x2+x+1

donde aj;1 = (x — 1) (Py—i) Y Vipq = ( ) (P,_;) parai = 0,1,2,3.

Definicion 7.4. Si a = (a4, a,, ..., a,) € Fj donde a; # a; siempre que i #j y v =
(v1, .., V) € F;" donde los v; no necesariamente son distintos, se define el cédigo Reed-
Solomon Generalizado denotado por GRS, (a,v) como sigue:

Revista de Ciencias Volumen 25 N. 1




GRSy (a,v) : ={(v1f (1), v2f (@2), ..., vnf (@n)): f € Fy[z] y degf < k — 1},
para un k < n fijo.

Ejemplo 7.2 En el caso a = (B, %, ..., ™), donde n = q — 1, B es una raiz primitiva
n —ésima de la unidad y v = (1,1, ...,1), tenemos que

GRSy (a,v) = {(f (B, f(B?), .. f(B™): f(2) € Fy(2) ydegf <k — 1}
es un codigo Reed-Solomon.

Un argumento similar al usado en (17) muestra que GRS, (a, v) es un [n, k] cddigo. La
Proposicion 7.3(1) establece que todos los codigos AG racionales sobre F, de longitud

n < q son codigos Reed-Solomon Generalizados. Lo contrario también es cierto.

Proposicion 7.4. Cada cédigo GRS (a,v) puede ser representado como un coédigo
racional.

Demostracion. Consideremos los elementos @ = (ay, ..., @,) € Fy con cada a; distinto
y v = (vy,..,v,) € F;" donde los v; no necesariamente son distintos. Sea F = F,(z) el
cuerpo de funciones racionales sobre FF, y denotemos por P; el cero de z—a; (i =
1,2,...,n) y por P, el polo de z. Entonces P;, P,, ..., B,, P, son lugares racionales segin la
Proposicién 3.1. Ahora por el Teorema de aproximaciéon débil, existe 0 # u € F con

(23) 'LL(PL') = vi(Pi) =, parai =1,2,..,n

Definamos D :=P; + P, + -4+ P, y G : = (k — 1) P, — (u). La prueba de la Proposicién
7.3 muestra que GRSy (a,v) = C,(D,G) paran < q.

Los mismos argumentos se aplican a un codigo de longitud n = q + 1 sobre F, que
tiene una matriz generadora de la forma (22).
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